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LES TROIS LIVRES 

DE 

PORISMES D'EUCLIDE, 

BÉTÂBLIS POUR Ll , PREMIERE FOIS , d'apRÈS LA If OTIGE ET 
LES LEMMES DE PAPPUS , ET CONFORMÉMENT AU SENTI- 
MENT DE R. SIMSON SUR LA FORME DES ÉNONCÉS DE CES 
PROPOSITIONS. 



INTRODUCTION 



§ I. — Exposé historique. -^Premiers essais de divination de la doc- 
trine des Porismes. — Ouvrage de R. Simson. — Questions non trai- 
tées dans cet ouvrage. — Ce qu'il reste à faire pour rétablir les trois 
Livres d'Euclide. 

Parmi les ouvrages des mathématiciens grecs qui ne nous 
sont pas parvenus, aucun n'a plus excité les regrets et la 
curiosité des géomètres des siècles derniers que le Traité 
des Porismes d' Euclide . 

Cet ouvrage ne nous est connu que par la Notice qu'en a 
donnée Pappus dans le VIP Livre de ses Collections ma- 
thématiques (i), et par une très-courte mention de Proclus 



(i) Pappus, mathématicien d'Alexandrie, florissait vers la fin du iv* siècle 
de notre ère. Ses Collections mathématiques en huit livres , dont malheureu<r 
sèment les deux premiers nous manquent, sont un ouvrage extrêmement 
précieux pour Thistoire des mathématiques. Pappus y fait connaître des 
recherches sur toutes les parties de la géométrie, et même sur les machines 
dans le VIII* Livre, et fournit des notions sur beaucoup d'ouvrages dont 

I 



dans son Coininenlaire sur le P' Livre des Éléments 
d'Euclide. 

Mais ce qu'en dit le premier de ces auteurs, qui était lui- 
même un géomètre éminent et des plus compétents pour 
apprécier les œuvres de se» devaHciers, a été biew propre, 
indépendamment du nom d'EucIide, à faire naître ces re- 
grets des Modernes et leur désir de retrouver ou de parve- 
nir à rétablir un ouvrage si précieux : car, selon Pappus, 
« cet ouvrage renfermait une ample collection de propo- 
w sitions d'une conception ingénieuse et d'un très-utile se- 
» cours pour la résolution des problèmes les plus diffi- 
» cil es. » 

Aussi Mohtucla, dont nous nous bornerons à citer ici le 
jugement, -a-t-il pensé que ce Traité des Porisnies était 
« le plus profond de tous les ouvrages d'Euclide et celui 
)) qui lui ferait le plus d'honneur s'il nous était par- 
» venu )) (i). 

La Notice de Pappiis, un des fragments les plus intéres- 
sants qui nous soient restés des mathématiques grecques, 
renferme deux définitions de ce genre particulier de pro- 
positions appelées Porismes par Euclide, et une trentaine 
d'énoncés qui s'y rapportent ; mais le tout en termes concis 
et obscurs, dont les géomètres, à diverses époques depuis 



nous ignorerions, sans cela, même les titres et les noms d«s auteurs. On doit 
à Commandin (iSog — 1^75 ), savant géomètre et commentateur intelligent, 
une traduction de ces Collections mathématiques qui parut après sa mort sous 
le titre : Pajjpi Alexandrjni Mathematicas Collectiones a Federico Commandino 
Urbinatc in Lalinum converste, et Commentariis illustraiœ. Pisauri, i588, in> 
folio. — Esedem. In hacnostra editione ah innumeris, quihus scatehant mendis, 
et prœcipuè in Grœco coniextu diligenter vindicatœ. Bononiœ, 1660, in-folio. 

Plusieurs géomètres s^étaient proposé, à diverses époques, d'éditer le 
texte même de cet ouvrage, un des plus importants, incontestablement^ q«i 
nous soit parvenu des Grecs. Il est bien à regretter que leors projets aient 
échoué. Aucune entreprise ne saurait être plus digne des cncouragenientft 
destinés auv publications scientifiques. 

(j) Histoire des Mathématiques, l. I, p. 31 5. 



(3) 

la Renaissance, ont vainement cherché à pénétrer le sens. 

Cependant Albert Girard, savant géomètre des premiers 
temps du xvii** siècle, avait fait espérer qu'il rétablirait 
ces Porîsmes, dont il parle dans deux endroits différents de 
ses œuvres (i); mais ce travail n'a peut-être pas été ter- 
miné ; du moins il ne nous est pas parvenu, et Ton ne peut 
préjuger jusqu'à quel point l'auteur avait entrevu la pen- 
sée d'Euclide. 

Vers lé même temps Fermât s'est occupé du même sujet, 
bien digne de fixer l'attention d'un esprit^aussi pénétrant. 
Dans un écrit très -succinct, intitulé : Ponsmatum Eucli- 
dœorum Itenouaia Doctrina et sub forma isagoges recen- 
tiortkus Geometris exhibita, il dit que si plusieurs auteurs, 



(i) Voici quels sont ces deui passages d'Albert Girard : i** Dans son petit 
Traité de Trigonométrie se trouve un chapitre des polygones rectilignes ^ où 
l'auteur, après avoir énuméré les formes ditférentes que peut avoir un qua- 
drangle, un pentagone, un hexagone, ajoute : « Le tout, quand il n'y a 
» que deux lignes qui passent par un puinct, comme jadis estoyent les Po- 

• rismes d'Euclides, qui sont perduz, lesquelz j'espère de mettre bien tost en 
1» lumière, les ayant restituez 11 y a quelques années en ça. »^ ( Tables des 
sinus, tangentes et sécantes, selon le Raid de looooo parties. Avec mn traicté 
succinct delà Trigonométrie tant des triangles plans, ^ ue sphéricques, etc,, par 
Albert Girard, samielois. La Haye, i6a6, in-34); 2® Dans le Traité de l'art 
pondéraire ou de la statique de Stevin, à la suite de la proposition rela- 
tive au centre de gravité du triangle, dans laquelle l'auteur Cait usage du 
théorème de Ptolémée sur le triangle coupé par une transversale, Albert 
Girard ajoute ce qui suit : « Celuy qui n'entend pas ceste manière de de- 

• monstration doit recourir premièrement au li«u cité de Ptolémée, puis à 
> l'Arithmétique du présent autheur vers la fin touchant l'addition et sous- 
» traction des raisons. Les Anciens, comme Archimedes, Euclides, Àppollone 

• Pergée, Eutocius Àscalonite, Pappus Alexandrin, etc. y ont leurs livres rem- 
» plis de l'égalité d'une raison a deux autres, excepté que ce qu'en u 
» escrit EucUdes es Siemens vulgaires est assez rare, comme en la 23 
» proposition du sixiesme livre, et en la 5 proposition du fauitiesme 
» Mwre. Mais il est à estimer tfuil en a plus escrit en ses trois livres de Poris- 
« mes qui sont perdus, lesquels. Bien aidant, j'espère de mettre en lumière, 1rs 
» ayant inventée de nouveau. « (V. Le^ Œuvres mathématiques de Simon Stevin 
de Bruges, etc. Le tout reveu, corrigé et augmenté par Albert Girard, samielois , 
Mathématicien. Leyde, i634, in-folio.) 

I. 
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"Viète notamment, a ce géomètre plein de génie et qui n'a 
pas encore été assez loué », ont rétabli avec succès quelques 
ouvrages des Anciens, néanmoins on ignore encore et l'on 
n'a pas môme soupçonné ce qu'étaient les Porismes. Il 
donne ensuite cinq exemples de Porismes^ et il exprime sa 
pensée sur le genre des propositions ainsi nommées -par 
Euclide, qu'il croit avoir été des propositions de Lieux (i). 
Il ajoute que, si cet aperçu est goûté des savants, il réta- 
blira un jour les trois livres perdus ; qu'il ira même au 
delà du géomètre grec, et fera connaître dans les sections 
coniques et dans quelques autres courbes, des Porismes ad- 
mirables et pourtant encore ignorés. Ailleurs il semble dire 
qu'il a rétabli l'ouvrage d'Euclîde. Toutefois, sans examiner 
ici les propositions données par Fermât comme exemples 
de Porismes, lesquelles ne paraissent pas présenter un carac- 
tère spécial bien déterminé qui les distingue nettement des 
propositions locales ordinaires, il faut remarquer que, 
hormis une ou deux peut-être, elles ne peuvent se rappor- 
ter aux propositions d'Euclide indiquées par Pappus (l'une 
d'elles même concerne la parabole). On peut inférer de là 
que c'était seulement sur la nature et l'objet du livre d'Eu- 
clide, c'est-à-dire sur la doctrine même des Porismes, que 
Fermât était parvenu à fixer ses idées, à un certain point 
de vue, mais qu'il n'avait pas rétabli les propositions que 
-peuvent comporter les énoncés de Pappus. 

Quelque temps après, BouUiau (2) et Renaldini (3) pa- 
raissent avoir aussi entrepris cette divination. Mais ils se 



(i) « Gum autem at jam diximus Porismata ipsa sint loci... » ( Varia opéra 
mathematica, etv.y p. iig.) 

(3) Eâcercitationes geometricœ très: i** circa demonstrationes per inscriptas 
et circumscriptas figuras ; 2® circa conicarum sect.ionum quasdam propositionea; 
3° de Porismatihus. Parisiis, 1667 j in-4<*. 

(3) De résolu liane et compositione mathematica, libri duo. Patavii, 1668; 
în-fol. 
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sont bornés à de simples réflexions (jui n'ont répandu au- 
cune lumière sur la question elle-même. 

Il y a lieu de penser que la plupart des géomètres qui 
ont rétabli quelques-uns des autres ouvrages grecs sur les- 
quels Pappus a laissé des Lemmes, que Snellius et Viète (i) 
notamment, n'avaient point négligé de porter leur atten- 
tion sur le Traité deis Porismes, de préférence même à tout 
autre, à raison de la grande supériorité de cet ouvrage, pro- 
clamée par Pappus, et des secours qu'il devait procurer dans 
toute» les investigations géométriques." 

Le célèbre astronome Halley, très- versé dans la connais- 
sance de la géométrie des Grecs, traduisit de l'arabe, comme 
on sait, le Traité de la Section de raison^ et rétablit celui 
de la Section de V espace et le \'1II® livre des Coniques 
d'Apollonius. L'énigme des Porismes devait naturellement 
lui offrir de Tattrait. On lui doit d'avoir mis au jour le 
texte grec qui s'y rapparie, resté jusqu'alors manuscrit 
comme tout l'ouvrage de Pappus, au grand regret des géo- 
mètres, qui n'en connaissaient que la version latine de 
Commandin. Halley a joint à ce texte, inséré dans son édi- 
tion de la Section de raison et de la Section de t espace y 
une traduction latine ; mais sans commentaire ni aucun 
éclaircissement; car il confesse ne rien comprendre à ce 
texte des Porismes, « rendu inintelligible, tant parla perte 
» d'une figure à laquelle Pappus renvoie, que par quelques 
)i omissions o\i autres altérations qui affectent une certaine 
» proposition générale \ d'autant plus , ajoute-t-il , que 
» le style de l'auteur, outre ces défauts, a celui d'être 



(i) Viète a rétabli sous le titre à* Apollonius Gallus le Traité des contacts 
lies cercles d'Apollonius, et Snellius le traité de la Section déterminée sous 
le titre d'Apollonius Batavus (Lugodini» 1608, in-Zi**), et les deux traités de 
ta Section de raison et de la Section de l'espace {ihid., 1607). Pascal avait été 
an delà de Viète danâ un ouvrage qu'il intitulait: Promotus Apollonius Gallus, 
qui ne nous est pas parvenu. 



(6) 
)} beaucoup trop serré pour un sujet aussi difficile » (i). 
Il était réservé à son savant compatriote R. Simson, pro- 
fesseur de mathématiques à l'Académie de Glasgow, de pé- 
nétrer ce mystère qui résistait à tant d'efforts. Les premiers 
essais heureux de ce géomètre, après de longues et persé- 
vérantes tentatives, datent de 1720. C'était l'explication de 
trois propositions, les seules, parmi une trentaine d'énoncés 
divers, que Pappus ait décrites en termes suffisamment 
complets. La première concerne un système de quatre 
droites^ la seconde, qui est la même, étendue à un npnibre 
quelconque de droites, est la proposition générale dont 
parle Halley ; et la troisième, relative eacore à des droi- 
tes, est d'un genre différent. 

Maintenant que le sens précis des trois propositions 
nous est connu, le texte de Pappus peut paraître sufEsam»^ 
ment explicite , nonobstant sa concision \ mais assurément 
il présentait alors de grstndes difficultés. 

Aussi l'explication de Simson fut une découverte inat- 
tendue. Communiquée par l'auteur à Maclaurin et bientôt 
après à la Société Royale de Londres, et insérée dans les 
Transactions philosophiques de mai 17 23 (2), elle attira 
l'attention des géomètres et par sa nouveauté et par son im- 
portance. 

Les efforts persévérants de Simson lui ayant fait faire de 

(i) « Hactenus PoriBinatum deseriptio nec mihi Dec lectori profutura, 
» neque aliter fîeri potuit ; tam ob defectum. schematis cujus fît mentio ; 
» unde rectse satis multse, de quibu» hic agitur, absque notis alphabeticis, 
* ullove alîo distinctionis charactere inter se eoi\^UBduntur : quam ob 
» omissa qusedam et transposita, vel aliter vitiata, in propositionis gênera- 
» lis expositîone; unde quid sibi velitPappu» haud mihi datum est conji- 
» cere. Hisce adde dictionis moduni nimis contractam, ac in re difficili, 
» qualis hœc est, minime usunpaudum. u {Apollonii Pergœi de Sectione ra- 
Uonis,,.. p. xxxvn.) 

(2) Pappi Alexandrinl Propositioncs duae générales, quibus plura ex 
Euclidis Porismatis complexus est, Restitutai à Viro Doctissimo Rob. Sim- 
»o», Math. Prof. Glasc. 
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nouveaux pas daus la voie qu'il ouvrait si heureusemenlpar 
uii résultat partiel, mais incontesté et d'autant plus pré- 
cieux, il paj:vint à fixer son opinion sur la doctrine des 
Porismes, et il la développa dans Fouvrage intitulé: De 
Pon'smatibus tractatus; quo doctrinam Porismatum salis 
explicatam^ et in posterum ab abliuione tut am fore sperat 
Auetor. Mais cet ouvrage ne parut que beaucoup plus tard, 
en 1776, huit an» après la mort de Tauleur. Il fait partie 
dVu volume publié aux frais de lord Stanhope ei par les 
soins de J. Clow 9 professeur de philosophie à TAcadémie 
de Glasgow, à qui Simson avait légué ses papiers, volume 
dans lequel se trouvent aussi la divination des deux livres 
de la Sectian déterminée d^Apollonius, et quelques autres 
ouvrages de Simson restés jusqu'alors inédits comme celui 
des Porismes (i). Le traité de Lieux plans d^Apollonius, ré- 
tabli aussi par cet habile interprète des Anciens, avait paru 
en 17491 àïk vivant de Fauteur (2). 

C'est surtout la divination des Porismes qui a fait à juste 
titre la célébrité de Simson dans Thistoire des mathéma- 
tiques. 

Cependant, si l'on considère que le rétablissement d^ 
l'ouvrage d'Euclide embrassait deux questions différentes 5 
qu'il s'agissait de découvrir, premièrement ee qu'était cette 
doctrine des Porismes- ignorée des Modernes, et seconde- 
ment ce qu'étaient ces propositions si nombreuses (cent 



(1) Roherli Simsoti, maiheseos nuper in Academùt Closguensi professons ^ 
Opéra quœdam reliqua. Glasguse, 1776; \vh^*^. 

(2} ApoUoaii Pergai Locovum planorum Ubri II, restUuli a Roberto Simson. 
Glasgus, 1749; in-4^. 

On sait que Fermât el Schooten avaient déjà rétabli ce Traité des Lieux 
plans, ou du moios démontré, le premier par la simple géométrie, et le 
seooud par le calcul algébrique de Descartes, les nombreuses propositions de 
L\eu\ rapportées par Pappus. Simson s'est proposé, en revenant sur ce 
sujet, d'imiter dans ses démonstrations le style géomctriquo des Anciens^ 
négligé par Schooten surtout. 
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soixante et onze) y qui formaient les trois livres de Porismes 
d'Euclîde, il faut reconnaître que c'est la première seule- 
ment de ces deux questions que Simson a réisolue , mais qu'il 
n'a pas été beaucoup au delà, et qu'il a laissé à d'autres le 
soin de rétablir l'ouvrage d'Euclîde. Car sur vingt-neuf énon- 
cés transmis par Pappus dans un -style concis et énigma ti- 
que, et qui résument lels nombreuses propositions d'Eu- 
clîde, Simson n'a donné que dix Porismes répondant à sept 
seulement de ces énoncés. Il a donc laissé intacts vingt-deux 
énoncés, en exprimant même la pensée qu'il serait fort diffi- 
cile de les rétablir» ( i) . 

Ces dix propositions , dont six concernent des figures 
reclilignes et les quatre autres le cercle , ne pouvaient sui- 
fire pour faire connaître le caractère général des Porismes 
d'Euclîde. 

En outre , R. Simson n'a pas. recherché quelle avait pu 
être la pensée qui a dirigé le géomètre grec dans sa concep- 
tion originale; il n'a pas fait voir non plus comment cette 
doctrine des Porismes devait être si utile, nécessaire même 
pour la résolution des problèmes, comme le dit Pappus, 
et quels rapports elle pouvait avoir av«c les propositions 
et les méthodes modernes, qui, ainsi que je le dirai plus 
tard, l'ont suppléée à notre insu. 

Depuis , bien que la plupart des géomètres qui ont écrit 
sur les Porismes aient approuvé la divination de Simson, 
en y reconnaissant la pensée d'Euclîde sur la forme propre 
à ce genre de propositions (2), néanmoins ils ne Font pas 



(i) « I meàn those of the Rrst book, for as to those of the two others, 
» excepting what may be included in the second of the above-mentioned 
» Propositions, / beliefe it will he exiremely difJicuUfor anjr body to restore 
>t them. » (Lettre adressée au docteur Jurin, secrétaire de la Société Royale, 
le 1" février 1723. V. Account of the Life and Writings ofB. Simson, by the 
Rev. William Trail, 1812; in-4'*, p. 21.) 

(2) Mathieu Stewart,Hutton, Playfair, Wallace, mylordBrougham, Lhuil- 
lier, J. Leslie, Davies, etc. — Outre le Mémoire inséré dans le volume de 1798 
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complétée, ou plutôt on ne voit point qu'ils y aient fait de 
nouveaux pas, ni en produisant quelques Porismes qui 
répondissent à d'autres énoncés de Pappus, ni en émettant 
quelques vues, soit sur le caractère général des proposi- 
tions qui ont dû entrer dans le Traité d'Euclide , soit sur le 
genre d'utilité de cet ouvrage et les points de contact qu'il 
aurait avec nos théories et nos méthodes actuelles. 

R. Simson et. ses successeurs (i) sont donc loin d'avoir 



des Philosophical Transactions de la Société Royale de Londres, sou» le titre : 
General Theotems» chiejly Porisms, in the higher Geometrjr, par lord Broug- 
ham, on peut consulter surtout les développements sur la Géométrie des 
Grecs et en particulier sur la doctrine des Porismes, dans lesquels l'illustre 
savant est entré en faisant la biographie de Simson (V. Lives qf Philosophers 
of the time qf George lil. By Henry, Lord Brougham, F. R. S., member of 
the Institute of France, etc. ) 

(i) Nous n'entendons parler ici que dès ouvrages antérieurs à i835, époque 
à laquelle nous étions flxé sur cette question des Porismes et nous avions 
préparé le présent travail, comme on le voit dans une Note de VAperqu 
historique f qui en contient une analyse (p. 274-284). Nous ne faisons donc 
aucunement allusion à divers écrits qui ont paru dans ces dernières années, 
à ceux notamment qui ont donné lieu à une polémique qui so continue en- 
core. 

D*ail1eurs, en parlant des successeurs de Simson, nous n'entendons que 
"ceux qui ont embrassé ses vues et sa doctrine, et il arrive, si je ne me trompe, 
que les auteurs des recherches les plus récentes, quoique différant entre eux 
de sentiment sur la question, se sont accordés à se prononcer contre le sys- 
tème de Simson. 

Ces recherches, quels que soient le mérite et Vutilité qui s'y rattachent, 
n'ont pas pour objet, en fait du moins, de rétablir l'ouvrage d'Euclide: leurs 
auteurs paraissent s'y être proposé principalement de parvenir à une traduc- 
tion du texte de Pappus plus satisfaisante que celles de Commandin, dé 
Halley et de R. Simson, pour en tirer la signification du mot Porisme et le 
caractère propre des propositions ainsi nommées par Euclide. 

Mais on ne peut se dissimuler que ce travail n'est qu'une partie de celui 
que comporte et exige le rétablissement de l'ouvrage même d'Euclide, et 
qu'il demande à être complété par de nombreux exemples de Porismes et 
par un ensemble de propositions répondant aux énoncés de Pappus. 

Or o»'est précisément ce recueil de propositions qui a toujours fait les dif- 
ficultés du sujet depuis la divination de Simson. Cependant ce travail est 
nécessaire, on peut dire indispensable, non pas seulement aux yeux -des 
géomètres 'qui se proposeraient le rétablissement des trois livres de Porismes 
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dissipé toute Pobscurîlé qui enveloppait celle graude 
ëuigme. Peut-être pourrons-nous dire plus loin la nature des 
difficultés qui s'opposaient à TinielUgence des énoncés de 
Papptts et au rétablissement des propositions d'Euclide. 

§ II. — Recherches consignées dan» \ Aperçu historique. — Rétablis- 
sement des Porismes que comportent les énoncés de Pappas. — 
Caractère général de ces propositions. — Leur analogie avec les théo- 
ries qui forment les bases de la Géométrie moderne. 

Ayant dû présenter une analyse de l'ouvrage de Pappus, 
surtout des nombreux Lemmes relatifs aux Porismes d'Eu- 
clide,dans V aperçu historique^ ûù je traitais de r origine 
et du déi^eloppement des Méthodes en Géométrie ^ j'ai él« 
conduit à m'occuper, après tant d'autres géomètres, de la 
question des Porismes. L'intérêt du sujet m'a entraîné 
souvent dans des recherches plus prolongées que je ne 
l'aurais voulu, excité par le désir de parvenir à porter un 
jugement sur le travail de Simson , et même à donner 
suite, s'il m'était possible, à cette divination qui parais- 
sait comporter plusieurs questions essentielles, indépen- 



d'EucUde, «omme on a rétabli plusieurs autre» ouvrages de Tantiquité, mais 
même aussi au point de vue plus restreint de ceux qui s'attadient principa- 
lement à interpréter le texte de Pappus, et à y chercher le but et les bases 
de cette doctrine des Porismes. 

Car, quel que soit le système que Ton adopte, on ne peut se dispenser, 
dans un travail de cette nature, d'en vérifier et d'en démontrer la justesse : 
ce quVn ne Cera qu'en soumettant ce système à Texpérienoe pratique. Et ici 
cette expérience consiste à former, comme nous venon» de le dire, un 
ensemble systématique de propositions, distinctes à certains égards des 
théorèmes et des problèmes, et répondant aux énoncés éiiigmatiques de Pap- 
pus et aux paroles de ce géomètre sur l'importance «t l'utilité de l'ouvrage 
d'Euclide. • 

Telle est la véritable question des Porismes^ C/est pourquoi diverses tenta- 
tives qui ne se sont pas complétées, en quelque sorte pratiquement, comme 
celles de Boulliuu, de Renaldini, etc., sont restées infructueuses et ont laissé 
la question dans le même état. 
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daaimeBt du rétablissement de Touvrage lui-même, comme 
je viens de le dire. 

On avait remarqué dans les Leinmes de Pi^pus certaines 
traces de la théorie des transversales ^ telles quie quelques 
propriétés relatives au rapport harmonique de quatre 
points et une relatiox^ d'involution dan^ le quadrilatère 
coupé par une droite (i). 

Un nouvel examen de ces Lemm49S m'y a fait reconnaître 
une autre proposition, plus humble en apparence peut-- 
être , et qui , par cette raison sans doute , avait échappé sLuxx 
investigations antérieures^ quoique, en réalité, elle ait 
une bien plus grande importance que toutes les autres. U 
s'agit, en effet, de la propriété projective du rapport an- 
harmonique de quatre points, qui se trouve démontrée 
dans six Lemmes différents (2) et dont, en outre, Pappus 
fait usage pour la démonstration de plusieurs autres 
Lemmes. 

Ces circonstances , bien propres à fixer toute mon atten- 
tion, pouvaient m' autoriser à penser que les propositions 
d'Euclide étaient de celles auxquelles conduisent naturelle* 
ment les développements et les applications de la notion du 
rapport anharmonique , devenue fondamentale dans la 
géométrie moderne ( 3 ) . 

Parmi ces développements se présente en première ligne 
la théorie des div^isions homo graphiques formées sur deux 
droites ou sur une seule, dont le caractère propre consiste 



(1) Poncelet. Propriétés projectives desjîgures; p. xxxvi, xui; 17, 83 , 9a. 

(2) Lemmes III^ X, XI, XIV, XVI et XIX. (Propositions 129, i36, 187, i4o, 
1^2 et 145)' — Aperçu historique, p. 33. — Traité de Géométrie supérieure, p. xxi, 

(3) «. Après avoir reconnu que la plupart des Lemmes de Pappus qui pa- 
» raissent jra rapporter an premier livre des Porismes d'Euclide pouvaient 

M se déduire de la proposition , nous avons pensé que cette proposition 

* pourrait bien aussi être la olel' de tout ce premier livre de Porismes et 
» conduire à une interprétation des énoncés que Pappus nous a laissés. » 
(Aperçu historique, p. 39.) 
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en ce que le rapport anhiirmonique de quatre points d'une 
division est égal à celui des quatre points correspondants 
de Tautre division : ce qu'on exprime par des équations à 
deux, k trois et à quatre termes (i). 

Or, ces équations unefois connues, on ne pouvait manquer 
de s'apercevoir que la plupart des énoncés de Pappus con- 
stituent des relations de segments telles que celles qui se 
déduisent de ces équations mêmes. Remarque importante, 
car elle devait faire espérer que ce pourrait être cetle 
théorie fort simple des Hwisions homo graphiques qui don- 
nerait enfin la clef des nombreux Porismes énoncés par 
Pappus et dont la signification avait résisté aux efforts de 
tant de géomètres et de Simson lui-même. 

Et en efiet, ce point de départ dans mes essais de divina- 
tion m'a conduit assez aisément au rétablissement de la 
plupart des énoncés de Pappus, c'est-à-dire, à des propo- 
sitions, souvent très -multiples, qui satisfont aux conditions 
exprimées par ces énoncés concis et énigmatiques. J'ai pu 
annoncer ce résultat dans Y Aperçu historique (2), me bor- 
nant alors à faire connaître deux Porismes très-généraux, 
dont l'un notamment suffit pour embrasser dans ses nom- 
breux corollaires une grande partie des énoncés en ques- 
tion (3). 

Je reprends aujourd'hui ce travail. Le long retard qu'il 



(i) Géométrie supérieure, p. 81-101. — Aperçu hist., p. 281. 

('2) « En prenant pour pointdedépart et pour hase notre manière de coii- 
» cevoir la doctrine des Porismes, nous avons obtenu assez naturellement 
» une interprétation desa4 énoncés de Porismes que n'a pas rétablis Simson. • 
{Aperçu hist., p. 279.) 

(3) « Les limites dans lesquelles nous devons nous renfermer ne nous 
n permettent pas d'énoncer ici les Porismes que nous avons trouvés comme 
» répondant au texte de Pappus. Mais nous allons donner deux proposî- 
>• tions très-çénérales qui nous ont paru comprendre dans leurs nombreux co- 
«< rollaircs les i5 énoncés de Pappus appartenant au premier livre des Po- 
» rismes d'Euclidc. (Aperçu hist, y p. 279 ) 
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éprouve, du pt incipalement à d'autres occupations, s'ex- 
plique encore par la nature même du sujet. Car il fallait 
donner d'abord aux trois théories du rapport anharmo- 
nique ^ des divisions homographiques et de V immolation 
les développements dont étaient susceptibles les germes 
qui s'en trouvent dans les Lemmes de Pappus. C'est ce que 
j'ai cherché à faire dans le Traité de Géométrie supéneurei, 
ouvrage dont ces théories mêmes forment les bases. 

On ne verra peut-être pas sans étonnement que l'ou- 
vrage si célèbre d'Euclide, dont une si profonde obscurité 
cachait la forme, te contenu, le caractère général et le but, 
non moins que les points de contact qu'il pouvait avoir avec 
nos méthodes actuelles, renfermait précisément les germes 
de. ces méthodes elles-mêmes et plusieurs des propositions 
qui en forment les applications les plus immédiates et les 
plus naturelles. 

Il fallait, pour être à même de soupçonner ce caractère 
spécial de l'ouvrage grec et rétablir les nombreuses propo- 
sitions qu'il renfermait, connaître préalablement toutes 
les conséquences de la notion du rapport anharmonique et 
les équations diverses qui servent à les exprimer, comme je 
l'ai dit dans V Aperçu historique (i). 

C'est ce qui explique, je crois, comment il a paru tou- 
jours si difficile jusqu'à ces derniers temps, je pourrais dire 
presque impossible, de donner une interprétation de la 
plus grande partie des énoncés de Porismes laissés par 
Pappus, puisque la plupart des propositions qui satisfont à 
ces énoncés se rapportent à un genre de relations qui , sauf 
quelques cas les plus simples , n'étaient pas encore entrées 
dans la géométrie moderne, et qui chez les Anciens ne se 

m II I ' I -i i ii ■■! I ■ I i.iii , 

(i) « Chacune de ceft équations peut se transformer de différentes ma- 
• nières en d'autres qui auront deux, trois ou quatre termes. Plusieurs de 
» ces transformations sont nécessaires pour donner Tinterprétation des 
» Porismes du premier livre d'Euclide. » [Aperçu hist., p. 281.) 
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sont peut-être rencontrées que dans l'ouvrage perdu d*Ea- 
clide. 

Ce caractère du Traité des Porismes semble bien propre 
à justi6er pleinement les paroles de Pappus qui proclame 
le mérite émineiit de cet ouvrage, recueil ingénieux de pro- 
positions fécondes, indispensable à tous ceux qui Veulent se 
livrer aux recherches mathématiques. 

On reconnaît encore combien les géomètres, sur la foi de 
Pappus, ont eu raison de déplorer la perte de cet ouvragé, 
et combien cette perte a été préjudiciable aux progrès des 
mathématiques. Car si ce livre des Porismes nous fut par- 
venu, il eut donné lieu depuis longtemps à la conception et 
au développement des théories élémentaires du rapport an- 
harmonique^ des di\»isions honio graphiques et de Vim^olu- 
tion^ et Ton ne doutera pas que ces théories ne fussent entrées 
sans hésitation ni objections, avec T autorité due au nom 
d'Euclide, dans les ouvrages destinés à renseignement, 
comme formant les bases naturelles -de la géométrie générale. 

§ m. ~ Texte de Pappus relatif aux Porismes. 

« Après les Contacts smit les Porismes d'Euclide, en 
trois livres, collection ingénieuse d'une foule de choses qui 
servent à la solution des problèmes les plus difficiles, et 
que la nature fournit avec une inépuisable variété. 

» Il n'a rien été ajouté à cet ouvrage d'EutJide, si ce 
n'est que depuis queltpies géomètres peu expérimentés 
ont donné de nouvelles rédactions de quelques-uns de ces 
Porismes. Bien que chacune de ces propositions soit suscep^ 
tibled'un certain nombre de démonstrations, comme nous 
le faisons voir, Euclide n'en donne qu'une, qui est toujours 
la plus claire. 

» Les Porismes renferment une doctrine subtile, mais 
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naturelle et nécessaire, surtout très-générale et d'une étude 
très-agréable à ceux qui savent voir et trouver. 

)) Les diverses espèces de ces Porismes ne sont, ni des 
théorèmes, ni des problèmes, maïs sont, en quelque sorte, 
d'une forme intermédiaire •, de façon qu'on peut les pré- 
senter comme des théorèmes ou comme des problèmes. 

)) Il est résulté de là que, parmi beaucoup de géomètres , les 
uns les regardent coiâme des théorèmes, et d'autres comme 
dés problèmes, n'ayant égard qu'à la forme des énoncés. 

» Mais les définitions données par les Anciens prouvent 
qu'ils ont mieux compris les différences qui existent entre 
ces trois genres de propositions. Us disaient, en eilet, que : 

» Le Théorème est une proposition où l'on demande de 
démontrer ce qui est proposé. 

1} Le Problème est une proposition où l'on demande de 
construire ce qui est proposé. 

» Le Porisme est une proposition où Ton demande de 
trouver ce qui est proposé (i). 

» Cette définition des Porismes a été changée par des 
géomètres modernes qui, ne pouvant pas tout trouver, mais 
conservant les éléments de cette doctrine, se contentèrent 



(i ) Nous exprimerons les termes Ttopi7/ioç et xopil^ea dont Pappus fait usage 
par le mot trouver, parce que ce mot, que nous aurons à employer fort 
souvent, est consacTé presque exclusivement dans les recherches mathé- 
matiques, quelles que puissent être les nuances qui aient lieu dans la nature 
des questions. Toutefois les expressions acquérir, se procurer rendraient 
mieux ici l'intenlion précise de Pappus. Kn effet, il ne s^agit pas dans les 
Porismes d« trouver une chose absolument inconnue comme dans les pro* 
biémes en général: oe qu'il s'agit de trouver, c*est un« partie seulement 
d'une chose connue et désignée dans Ténoncé, mais incomplètement ; c'est, 
par exemple, la grandeur ou la position de cette chose. Question, comme 
on voit, qui présente une nuance avec le problème proprement dit. Voilà 
dans quel sens nous nous servons iûi du mot trouver. On verra plus loin 
les considérations sur lesquelles se fonde notre manière d'envisager la doc- 
trine des Porismes et comment elles permettent, si nous ne nous trompous» 
de lever les difficultés du sujet. 
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de pn)uyer que la chose cherchée existe^ sans la déterminer 

» Et quoiqu'ils fussent condamnés, tant par la définition 
que par les propositions mêmes, ces géomètres donnèrent 
du Porisme, d'après une considération particulière, cette 
définition : ce qui constitue le Porisme est ce qui manque 
à r hypothèse d'un théorème local w (en d'autres termes, le 
Porisme est inférieur, par l'hypothèse, au théorème local; 
c'est-à-dire que quand quelques parties d'une proposition 
locale n^ont pas dans l'énoncé la détermination qui leur est 
propre, cette proposition cesse d'être regardée comme un 
théorèrrie et devient un Porisme), 

» Les lieux géométriques sont une espèce de ces Poris- 
mes : ils abondent dans les livres du lieu résolu. Séparés 
des Porismes proprement dits, on les a réunis sous des 
titres particuliers, et on en a formé des traités distincts, 
parce que cette espèce est bien plus nombreuse que les 
autres; car les lieux sont plans ^ solides ou linéaires : il y 
a aussi les lieux aux moyennes , 

» Il arrive encore aux Porismes de présenter des énoncés 
très-raccourcis, parce que beaucoup de choses y sont sôus- 
en tendues. Il est résulté de là que beaucoup de géomètres, 
ne les considérant que sous une partie de leurs faces, en 
ont ignoré des points des plus importants. 

» Il est diflScile de réunir plusieurs de ces Porismes sous 
un même énoncé, parce qu'Euclide n^en a pas donné beau- 
coup de chaque espèce, mais seulement un ou quelques^ 
uns comme exemples. Cependant il en a placé, au commen- 
cement de son P*" livre, diiC qui sont analogues entre 
eux; ils appartiennent à cette espèce des lieux la plus 
abondante de toutes. Nous avons reconnu que ces dix pro- 
positions peuvent être renfermées dans un seul énoncé,- 
savoir ; Étant données quatre droites se coupant deux à 
deux y si trois des points d'intersection situés sur l'une 
d'acnés, ou deux seulement dans le cas du parallélisme. 
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sont donnés (c'est-à-dire restent finies), et que des trois 
autres deux soient assujettis à rester chacun sur une droite 
donnée, le dernier sera situé aussi sur une droite donnée 
de position, 

» Il s'agit ici de quatre droites seulement , dont pas plus 
de deux ne passent par un même point. Mais on ignore que 
la proposition est vraie pour un nombre quelconque de 
droites. La voici : Si plusieurs droites^ en nombre quelcon- 
que^ se rencontrent^ mais pas plus de deux en un même 
point ^ que tous les points situés sur une d'elles soient; 
donnés^ et que chacun de ceux qui appartiennent à une 
autre se trompe sur (décrive) une droite donnée de posi-^ 
tion; ou plus généralement, si plusieurs droites, en nomr 
hre quelconque, se rencontrent, mais pas plus de deux en 
un même point ^ que tous les points situés sur une de ces 
droites soient donnés, et que parmi les points dHnter- 
section des autres, lesquels forment un nombre triangu^ 
laire, il s^en troui^e autant quily a d'unités dans le côté 'de 
ce nombre triangulaifv, assujettis à rester situés chacun 
sur une droite donnée de position^ pourvu que de ces 
points il ri y en ait pas trois qui soient les sommets d*un 

m 

triangle (formé par les droites mêmes dont ces points sont 
les intersections), chacun des autres points restera situé 
aussi sur (décrira) une droite donnée de position. 

M II n'est pas vraisemblable que l'auteur des Éléments 
ait ignoré cette extension ; mais il aura voulu seulement en 
poser le principe. Car il parait, dans tous ses Porismes, 
n'avoir eu en vue que de répandre des principes et le germe 
d'une foule de choses importantes. 

» Ce n'est pas par les diflerences des hypothèses qu'il 
faut distinguer les Porismes, mais par les différences des 
résultats ou des choses cherchées. Les hypothèses, en effet , 
sont toutes différentes et constituent des spécialités; mais 
des résultats ou des choses cherchées, chacun se trouve èîro 
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identique ou unique daus beaucoup d'hypothèses dif- 
férentes (i). 

1*"" Livre des Porismes. 

» Voici donc comment il faut classer les choses cher- 
chées dans les propositions du P' Livre. La figure est au 
commencement du Vn®..... (a), 

L » Si de deux points 'donnés on mène d^ux droites se 
coupant sur un^ droite donnée de position, dont l'une in- 
tercepte sur une droite donnée de position un segment 
compté à partir d'un point donné, F autre Jormera aussi 
sur une autre droite un segment ayant ai^ec le premier une 
raison donnée. 
. )) Et dans les autres : 

IL Que tel point est situé sur une droite donnée de po- 
sition. 

IIL Que le rapport de telle droite à telle autre droite est 
donné. 

IV. Que le rapport de telle droite à telle abscisse est 
•donné. 

V, Que telle droite est donnée de position. 
VL Que telle droite passe par un point donné. 

VIL Que telle droite a un rapport donné avec le segment 
compris entre tel point et un point donné. 

VIIL Que telle droite a un rapport donné avec telleautre 
droite menée de tel point. 



(i) C'est-à-^ire que dans beaucoup de questionB différentes on arme à 
une même conclusion, par exemple, que le lieu d'un certain point est. une 
ligne droite déterminée de position ; que certaine droite passe toujours par 
lin point déterminé de position; qu'un certain rectangle dont les côtés sont 
variables» a une surface donnée de grandeur ; etc. C'est ainsi que Va entendu 
R. Simson. « (Multa sunt Poriamata quse diversas hypothèses habent, sed 
quae omnia concludunt punctum aliquod tangere rèctam positione datam ; 
val rectam aliquara vergerc ad punclnm datum, etc. n (R. Simson, p. 349. ) 

(3) Ici se trouve une lacune dans les manuscrits. 
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IX. Que tel rectangle a un rapport donné avec le rec- 
tangle construit sur telle droite et une droite donnée» 

X. Que tel rectangle équivaut à un rectangle donné 
plus le rectangle formé sur telle abscisse et sur une droite 
donnée. 

XL Que tel rectangle, pris seul ou avec un certain 

espace donné, est (i), l'autre a un rapport donné avec 

telle abscisse. 

Xn. Que telle droite, plus une autre avec laquelle telle 
autre droite est dans une raison donnée, a un rapport 
donné avec un segment formé par tel point à partir d'un 
point donné. 

Xin. Que le triangle qui a pour sommet un point 
donné et pour base telle droite est équivalent au triangle 
qui a pour sommet un point donné et pour base le segment 
compris entre tel point et un point donné. 

XIV. Qu'une droite, plus telle autre droite, a un rap- 
port donné avec tel segment compris entre un point donné 
et tel point. 

XV. Que telle droite forme sur deux autres droites don- 
nées de position des segments dont le rectangle est donné. 

• 

II* Livre des Porismes. 

» Dans le IP Livre les hypothèses sont différentes^ mais 
les choses* cherchées sont pour la plupart les mêmes que 
dans le P' Livre. 

» Il y a en outre celles-ci : 

XVI. Que tel rectangle seul, ou tel rectangle plus un 
certain espace donné, est dans une raison donnée avec une 
certaine abscisse. 

XVII. Que le rectangle compris sous telle droite et telle 

(i) Lacune dans le texte. 
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autre dix)ite est dans une raison donnée avec une certaine 
abscisse. 

XVm. Que le rectang^le qui a pour côtés la somme de 
deux droites et la somme de deux autres droites, a un rap- 
port donné avec tel segment. 

XIX. Qu un rectangle qui a pour côtés telle droite et 
une autre droite augmentée d'une seconde qui' a un rapport 
donné avec telle autre droite,' et le rectangle construit sur 
telle droite et telle autre qui aun rapport donné avec telle 
droite, ont leur somme dans un rapport donné. avec une 
certaine abscisse. 

XX, Que la somme de ces deux rectangles est dans un 
rapport donné avec le segment compris entre tel point et un 
point donné. 

XXL Que le rectangle compris sous telle droite et telle 
autre est donné. 

m* Livre des Porismes. 

» Dans le III^ Livre, le plus grand nombre des hypothèses 
concernent le demi-cercle; quelques-unes le cercle et les 
segments. Pour les choses cherchées, la plupart ressemblent 
aux précédentes. 

» Il y a en outre celles-ci ; 

XXII. Que le rectangle de telles droites est au rectangle 
de telles autres dans un rapport donné. 

XXIII. Que le carré construit sur telle droite est a une 
certaine abscisse dans un rapport donné. 

XXIV. Que le rectangle construit sur telles droites est 
égal au rectangle qui a ppur côtés une droite donnée et le 
segment formé par tel point à partir d'un point donné. 

XXV. Que le carré construit sur telle droite est .égal au 
rectangle qui a pour côtés une droite donnée et le segment 
formé par une perpendiculaire, à partir d'un point donné. 
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. XXVI. Que le rectangle tjui a pour côtés la somme de 
Jeux droites et une droite en rapport donné avec telle autre 
droite, est dans un rapport donné avec telle abscisse. 

XXVïï. Qu'il existe un point tel, que des droites me- 
nées de ce point comprennent un triangle donné- d'espèce. 

XXVni. Qu'il existe un point tel , que des droites me- 
nées de ce point retranchent des arcs égaux. 

XXIX. Que telle droite est parallèle à une certaine 
droite, ou fait avec une droite passant par un point donné 
un angle de grandeur donnée. 

» H y a XXXVIIÏ Lemmes pour les trois livres de Poris- 
mes : ceux-ci renferment ijt théorèmes. » 

Ici se termine le passage du VIP Livre des Collections 
mathématiques de Pappûs qui concerne les Porismes. 



§ IV. — Explication de la proposition des quatre droites, de la pro- 
position générale de Pappus et du Porisrae complet du P Livre. — 
Observation relative aux deux définitions des Porismes. 



Pappus dit que l'ouvrage d'Euelide renferme presque 
loujpurs un seul Porismç ou un petit nombre de chaque 
espèce; que néanmoins ou trouve au commencement du 
l" livre dix propositions qui peuvent se résumer en une 
seule. Pappus énonce cette proposition. Elle est relative 
à quatre droites. Il dît ensuite qu'elle n'est elle-même 
qu'un cas particulier d'un énoncé plus général concernant 
un nombre quelconque de droites; il décrit cette proposi- 
tion, et il ajoute avec un sentiment de justice qui fait hon- 
neur à son caractère , que sans doute cette généralisation 
n'a point échappé à Euclide , mais qu(^^ se bornant à ré- 
pandre dans ses trois livres de Porismes des germes de pro- 
positions fécondes, il n'aura pas jugé qu'il fût nécessaire 
d'en faire mention. 

Cette belle proposition, celle des quatre droites, et une 
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autre, donnée comme exemple des Porismes du P^ livre 
d'Euclide, sont les trois seules que Pappus cite en termes 
complets, c'est-à-dire dans lesquelles il fasse connaître les 
hypothèses auxquelles se rapportent les conséquences énon- 
cées. Toutes ses autres propositions (au nombre de a8), 
expriment certains résultats (qui sont pour la plupart des 
relations de segments), sans qu'on y trouve aucune trace 
de rhypothèse ou des conditions qui donnaient lieu à ces 
relations dans Fouvrage d'Euclide. 

Les trois propositions décrites d'une manière complète 
sont celles sur lesquelles Simson a concentré pendant 
longtemps tous ses efforts et qui Font conduit, après quHl 
fut parvenu à en pénétrer le sens , à la conception de la 
doctrine des Porismes. 

Pour ceux qui connaissent maintenant ces propositions, 
le texte de Pappus peut paraître se prêter assez aisément à 
une traduction qui permette d'y voir un énoncé exact et à 
peu près complet. Aussi tous les géomètres, quel qu^ait été 
leur sentiment ultérieur sur la doctrine des Porismes, ont- 
ils adhéré unanimement à cette partie de la divination, 
disons à cette découverte de Simson. Mais on ne peut 
méconnaître qu'avant que le savant interprète fût parvenu 
à découvrir le sens de ces propositions, elles présentaient 
de très-grandes difficultés, puisque les plus habiles géo- 
mètres du XVI* et du xvii® siècle , comme nous l'avons dit 
ci-dessus, tels que Fermât et Halley, à qui pourtant la lan- 
gue grecque était familière, avaient échoué dans leurs ten- 
tatives (i}.. 

La proposition des quatre droites signifie, en langage 
moderne, que : 

■■ - ...■- .-.1 I..I.. I r i ,. 

(i) Simson observe avec raison que Fermât n*a pas même deviné le Porisme 
du I^*" Livre énoncé par Pappuâ en termes complets : « At Fermatius ne vel 
primum prirai libri enucleavit, qnod unicum integrum servavit Pappus. n 
[Opéra (fumdam relifjua, etc.f p. 3i8. ) 
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Étant données quatre droites, dont trois tournent au'^ 
tour des points daris lesquels elles rencontrent la qua-^ 
trième, de manière que deux des points d^ intersection de 
ces droites glissent sur deux droites données de position^ 
le point d'interjection restant décrit une nouvelle droite^ 

En d'autres termes : Si F on déforme un triangle en fai- 
sant tourner ses trois côtés autour de trois points fixes 
pris en ligne droite, et en faisant glisser deux de ses som- 
mets sur deux droites fixes y prises arbitrairement, le troi- 
sième sommet décrit une troisième droite, 

La proposition générale de Pappus concerne un nom- 
bre quelconque de droites, disons («-f-i) droites, dont 
n peiiyent tourner autour d'autant de points flxes situés 
tous sur. la (n 4- 1)'**^. Ces n droites se coupent deux 

à deux en z — - points, nombre triangulaire dont lé 

côlé est [n — r)*, et on les fait tourner autour de leurs n 
points fixes, de manière que (n — i) quelconques de leurs 

— ^points d'intersection glissent sur (/i — i) droites 

fixes données : alors chacun des autres points d^intersec*- 

tion { en nombre ^ ■ ) décrit une droite. 

Tel est le sens de la proposition de Pappus. L'auteur 
dit que des [n — i) points d'intersection des droites 
mobiles qui sont assujettis à glisser sur des droites données, 
il ne doit pas y en avoir trois qui soient les sommets d'un 
triangle. Cela s'entend du trianfijle formé par trois droites 
mobiles.- Et en effet, d'après la proposition des quatre 
droites, deux seulement des trois points d'intersection de 
trois droites mobiles peuvent être assujettis à glisser sur des 
droites données, puisqu'il s'ensuit que le troisième décrit 
' alors une droite déterminée, ou donnée virtuellement, et qui 
par conséquent ne peut pas être donnée de fait ou à priori. 
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(Vest Sinison qui a tlécouvcrt- la signitication de celle 
condilion qui complique l'cnioucé. Et pour complcler l'in- 
lenliou de Pâppus, il ajoute (|ue quatre points d'intersec- 
tion ne peuvenl pas appartenir à quatre droiles formanl un 
quadrilatère ; cinq à cinq droiles formanl un pentagone, etc. 

Des — i points d'inlerscction des n droites mobiles, 

les (/2 — i) qu'on assujellit à glisser sur autant de droites 
fixes peuvent appartenir à une même droite^ c'est la pre- 
mière hypothèse de Pappus, qu'il a généralisée aussitôt. 
Ces [n — i) points peuvenl aussi être les sommets consécu- 
lifs, moins un, d'un des polygones de n côtés formés par 
les K droites. Dans ce cas le théorème prend cet énoncé : 

Si Von a un polygone d^un nombre quelconque de ' 
côtés, et quon le déforme en faisant tourner tous ses côtés 
autour d^autant de points fixes pris arbitrairement en 
ligne droite, et en faisant glisser tous ses sommets moins 
un sur autant de droites données de position, le dernier 
sommet décrit lui-même une droite déterminée de posi- 
tion; et en outre, le point d'intersection de deux côtés 
quelconques du polygone décrit aussi une ligne droite, 

Porisme complet du I**" Livre d'Euciide. 

L'énoncé de Pappus exprime que ; 

Si autour de deux points fixes P, Q, on fait tourner 
deux droites qui se coupent sur une droite donnée L, et que 
l'une fasse sur une droite fixe AX donnée de position un 
segment A m compté à partir d^un point A doniié sur cette 
droite : on pourra déterminer une autre (jt^oitefixe BY et 
un poiiîtfixe B sur cette droite, tels, que le segment B m' 
fait par la seconde droite tournante sur cette seconde 
droite fixe, à partir du point B, soit au premier segment 
A m dans une raison donnée X. 

Nous donnerons, dans le P*" lAwc des Porisnies, la dé- 
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monstration de telle proposilion, de c^lle des quatre droites 
ei de la proposition générale de Pappus. 

Observation relative aux deux déûniiions des Porisiues. 

Pappus, ainsi qu'on l'a vu ci -dessus (§ III), donne 
deux définitions des Porismes, l'une des Anciens, et l'autre 
qui a été introduite par des géomètres modernes. Il con- 
damne celle-ci, parce qu'elle repose sur une circonstance 
accidentelle. Elle ne s'applique, en effet, comme nous le 
verrons, qu'à une classe particulière de Porismes. 

Nous reviendrons plus loin (§ \'l, m) sur ces deux défi- 
nitions, pour en expliquer le sens, et nous ferons voir 
qu'elles n'ont rien de contradictoire, du moins dans les 
limites que comporle la seconde. 

§ V. — Indication succincte des matières contenues dans le Traité des 
Porismes de Simson. — Défmition des Porismes. ~ Opinion de 
Playfair. 

I. — Ouvrage de Simsoii. 

Simson commence son Traité De Porismatibus par les 
définitions du Théorème, du Problème, du Donné, du 
Porisme et du Lieu; définitions qu'il éclaircit par des 
exemples. Puis il fait connaître la Notice de Pappus sur les 
Porismes, dont il donne une version latine. Après cette 
Notice, viennent les propositions qui forment le Traité des 
Porismes. 

Ces propositions, au nombre de 93, comprennent les 38 
Lemmes de Pappus relatifs aux Porismes; 10 cas de la 
proposition des quatre droites; 29 Porismes; 2 problèmes 
destinés à montrer l'usage des Porismes ; et quelques pro- 
positions qui servent pour la démonstration des Lemmes et 
des Porismes. 

Des 29 Porismes, 6 (propositions 23, 34, 4'î ^o, 53 
et 57) sont présentés comme répondant à 6 des genres dé- 
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criis par Pappus (les P% VI% XV% XXVII% XXVHP 
et XXIX*) ; et i5 (propositions i-6, 38, 40j 47> 48, 66^ 67, 
et 74 qui renferme 3 Porismes) comme se rattachant aux 
Lemmes et au texte de Pappus. Des 8 autres, 4 sont des 
Porismes de Fermât, présentés sous la forme adoptée par 
Simson, et les 4 derniers sont empruntés de Mathieu 
Stewart. 

II. — Définilion des Porismes. 

Simson dit que « la définition de Pappus étant trop gé- 
nérale, il la remplacera par une autre. » Il ne dit pas de 
laquelli^ des deux définitions il veut parler. Mais nous pen- 
sons que c'est de celle des Anciens. Dans cette opinion, que 
nous justifierons plus loin, nous mettrons d'abord sou6 les 
yeux du lecteur cette définition telle que Simson nous pa- 
rait l'entendre dans sa version du texte de Pappus : . 

c( Le Ponsme çst une proposition dans laquelle on a à 
chercher la chose proposée (i), » 

Cette chose, que Ton a à chercher, Simson l'appelle 
donnée^ comme Pappus et Euclide. 

Cela posé, voici sa propre définition du Porisme : 

« Porisma est Propositio in qua proponitur démon strare 
» rem aliquam, vel plures datas esse, cui, vel quibus, ut et 
» cuilibet ex rébus innumeris, non quidem datis, séd quse 
» ad ea quse data sunt eandem habent rationem, convenire 
)) ostendendum est aifectionem quandam çommunem in 
» Proposîtione descriptam. » 

Nous dirons, en cherchant à exprimer la pensée de 
l'awteur : 



(1) « Dixerunt(Veleres), Theorema esse quo aliqaid propositum est âer- 
monstrandum ; Problema vero, qUo aliquid propositum est construen- 
dum ; Porisma vero esse quo alîquid propositum est investigandum, n ( De Poris- 
mûtihus, etc., p. 347.) 
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' Le Porisme est une proposition dans laquelle on de-^ 

mande de démontrer çuune chose ou plusieurs sont don- 
nées , qui , ainsi que F une quelconque d*une infinité 
d'autres choses non données, mais dont chacune est avec 
les choses données dans une même relation^ ont une cer- 
taine propriété commune, décrite dans la proposition» 

La chose ou les choses qui sont données^ c'est-à-dire qui 
sont des conséquences de T hypothèse , peuvent être des 
grandeurs ou quantités, comme des lignes ou des nombres^ 
ou bieti ce peut être la position d'une ligne considérée 
comme lieu^ ou bien encore la position d'un point par 
lequel passent une infinité de droites qui sont les choses 
variables, ou la position d'une courbe à laquelle sont tan- 
gentes toi|tes ces droites. 

Cette définition de Simson comporte naturellement une 
forme d'énoncés particulière aux Porismes et qui caracté- 
rise ces propositions. 

Cette forme technique, dont nous allons donner des 
exemples, est précisément celle des deux Porismes d'Eu- 
çlide que Pappus nous a transmis complets. 

m. — Exemples de Porismes conformes à la définition précédente. 

I. Le Porisme complet cité par Pappus satisfait, dans son 
énoncé original, à ]a définition de Simson, puisqu'il s'agit 
de déterminer la position d'une droite et d'un point^dont 
l'existence est annoncée. 

II. Il en est de même du Porisme des quatre droites, et 
de la proposition générale de Pappus, puisque Simson 
admet que la chose à déterminer dans un Porisme peut 
être la position d'un lieu dont la nature est connue et 
annoncée dans l'hypothèse. 

in. Trois droites étant données de position, si de cha- 
que point de l'' une on abaisse des perpendiculaires p, q, sur 
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les deux autres^ on powra trouver une ligne a et une raison 
1 telles j que la perpendiculaire p plus la ligne a sera à 
la perpendiculaire q dans la raison ^. 
C'est-à-dire qu'on aura toujours 



^ = X. 
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IV. Une droite étant donnée de position^ et un cercle 
étant donné de grandeur et de position^ il existe un point 
tel y que toute droite menée par ce point rencontre la droite 
et le cercle en deux points dont le produit des distances au 
point en question sera donné. 

V. Si par deux points donnés on mène à un autre point 
deux droites telles, que leurs longueurs soient entre elles 
dans une raison donnée, ce point est situé sur une circon- 
férence de cercle donnée de grandeur et de position • 

En d autres termes, le lieu d'un point dont les distances 
à deux points fixes sont entre elles dans une raison donnée, 
est une circonférence de cercle. 

Cette proposition est un lieu^ conséquemment un Po- 
risme (i). . 

VI. Deux droites parallèles étant données de position, 
et sur ces droites deux points A, B, si Von mène une troi- 
sième droite qui rencontre ces deux premières en deux 
points m, m', tels, que le segment Km.^ plus une ligne don- 
née a, soit au segment, ^w! dans une raison donnée \\ 

c'est-à-dire que Von ait — —-, — = X, la droite mm' passera 

par un point donné. 

VII. Deux couples de points a, a' et b, b' étant donnés 
sur une droite^ il existe un autre point O sur cette droite et 



(i) Cette proposition se trouve parmi celles des lieux plans d'Apollonius, 
citées par Pappus. Eutocius la donne aussi comme exemple d'une proposi- 
tion de lieu dans son Commentaire sur les Coniques d'Apollonius. 
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luie ligne yi^ tels^ que^ quel qae soit le point m que ton 
prenne sur la niéme droite ^ la somme ou la différence des 
deux rectangles ma. ma', mb.mV sera toujours égale au 
rectangle f;L . m O ( i ) . 

Dans chacune de ces propositions il faut trouv^er ce qui 
est annoncé ou proposé; ce sonjt donc des Porismes^ con- 
formément à la définition que Pappus attribue aux An- 
ciens. 

Ainsi nous avons pu dire que c'est cette définition que 
Simson a eue en vue et qu'il a prise pour base de sa doc- 
trine des Porisn^es. Une autre raison suffirait encore pour 
montrer que telle a été Tintention de Simspn : c'est qu'il 
approuve Pappus d'avoir censuré la définition des Moder- 
nes,- comme nous le dirons dans le paragraphe suivant. 

IV. — opinion de Playfair sur les Porismes. 

Playfair, professeur de Mathématiques à l'université 
d'Edimbourg, a traité la question des Porismes dans un 
Mémoire intitulé On tJie origin and investigation of 
Porisms (a)^, qu'on peut considérer conune faisant suite à 
l'ouvrage de Simson. Mais l'auteur s'y est proposé princi- 
palement de rechercher l'origine probable des Porismes, 
c'est-à-dire les vues qui ont pu conduire les anciens géo- 
mètres à ce genre de propositions. Il pense que, de même 

■ : — ' -■ p 

(i) Dans la géométrie moderne où Ton donne des signes aux segments, ce 
Porisme s'exprime, d''une manière générale^ par Téquation 

ma. ma' — mh .mb' -h /ji,mo= o. 

(V. Géom. sup, p. i53. ) 

Cette proposition a été connue des Anciens; on la trouve dans les Lemmcs 
de Pappus sur le second livre de la Section déterminée, où elle est démontrée 
dans douze Lemmes (Propositions 4^ à 56) à raison des différents cas aux- 
quels donnent lieu les positions relatives des diiTérents points de la figure. 

(2) Lu à la Société royale d'Edimbourg, le 2 avril 1792, et inséré dans les 
Transactions de cette Société. 
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que ce sont les cas d impossibilité ou de limitatiou des solu- 
tions, dans les problèmes, qui ont donné lieu aux questions 
de maxima ou rmnima^ de mèïne ce sont les cas où les 
problèmes deyiennent indéterminés ou susceptibles d*an 
nombre infini de solutions, qui ont conduit à la doctrine 
des Porismes. 

D'après cette idée, et trouvant la définition des Porismes 
de Simson fort obscure, il donne celle-ci : 

Un Porisme est une proposition qui affirme la possibi- 
lité de trouver des conditions qui rendent un certain pro- 
blème indéterminé ou susceptible d*un nombre illimité de 
solutions (i). 

Il ajoute que cette théorie sur l'orig[ine des Porismes, ou 
du moins la justesse des notions qui en dérivent, sont con- 
firmées par les propres vues de Dugald Stewart : « Ce sa- 
vant professeur, dit-il, dans un Essai sur le même sujet, lu 
devant la Pbilosophical Society il y a quelques années, 
définit le Porisme : Une proposition affirmant la possibi- 
lité de trouy^er une ou plusieurs des conditions qui rendent 
un théorème indéterminé. U faut entendre par théorème 
indéterminé, un théorème qui exprime une relation entre 
certaines quantités déterminées et certaines autres qui sont 
indéterminées en grandeur et en nombre. » 

Cette manière de considérer les Porismes, connue exclu- 
sivement sous le nom de Playfair, quoique, comme on voit, 
le célèbre philosophe écossais Dugald Stewart, alors pro- 
fesseur de Mathématiques (2), en ait eu le premier l'idée. 



(1) From this account of the origin of Porisms, it follows, that a Porism 
may be defined, A proposition affirming the possihilitjr ofjinding such condi- 
tions as will render a certain problem indeterminate, or capable ofinnumera^ 
ble solutions, 

(3) Dugald Stewart, nommé d*abord suppléant, en 1772, de Matthew Ste- 
wart, son père, dans la chaire de mathématiques d'Edimbourg, réunit à cet 
nnseignemcnt, on 177B, la suppléance d^Adam Féi^uson dans la chaire de 
Philosophie morale. U lui arrivait dans le même temps de joindre bénévo- 
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a été adoptée par la plupart des géomètres quî ont adhéré à 
la divination^ ^e Simson sur la forme des énoncés des 
Porismes. Ainsi J. Leslie, dans sa Geometrical AnaljsiSy 
dit : « Le Porisme a pour objet de démontrer qu'ofi peut 
troui^er une ou plusieurs choses telles^ qu'une certaine 
relation déterminée ait lieu entre ces choses et une infinité 
d'autres assujetties à une loi donnée. 

» Im nature du Porisme consiste à affirmer la possibilité 
de trouver des conditions qui rendent un problème indé- 
terminé^ c^ est-à-dire susceptible dune infinité de solu" 
tions (i).. » 

Disons tout de suite ici que, malgré Tassentiment assez 
général qu'a obtenu l'idée de Playfair, elle ne nous paraît 
pas fondée. 

En effet, la recherché des conditions qui rendent un pro- 
blème indéterminé conduit à certaines relations entre les 
données de la question, et il peut résulter de là un théo- 
rème : mais c'est un théorème ordinaire, c'est-à-dire dans 
renoncé duquel il ne reste rien d'inconnu. Ce théorème 
peut sans doute, comme tout autre, être transformé en un 
Porisme, ainsi que nous l'expliquons plus loin (§ VI, ii) : 



lemeQt à ces doubles fonctions i^enseighement de l'astronomie, et même de 
la langue grecque et des belles-lettres, par obligeance pour ses collègues. 
Devenu professeur titulaire de Mathématiques, en 1785, à la mort de son 
père, il ne tarda pas à échanger cette chaire contre celle de Philosophie que 
résignait Ferguson, et qui convenait mieux à ses admirables et rares talents 
de parole. Dès lors, il ne remplit plus qu'une chaire et il se livra exclusive- 
ment à Vétude des questions de philosophie, dans lesquelles il devait appor- 
ter avec tant de succès et d'éclat, les procédés de raisonnement des sciences 
mathématiques. 

(i) A PoHsm proposes to demonstrate that one or more things may be 
found, between which and innumerable other objects assumed after sonie 
given law, a certain specified relation is to be showu to exist. 

The nature of a Porism consists in affirming the possibility of finding sucb 
conditions, as will render a problem indelerminate, or capable of innu- 
merable solutions. 



^ 
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mais il est à croire, il nous paraît même certain, que le 
théorème s'est présenté à l'esprit du géomètre avant lé 
Porisme qui n'en est qu'un corollaire ou une expression 
diiïérente. 

En d'autres termes, la forme d'énoncé qui caractérise le 
Pori6me n'est pas la conséquence immédiate ni nécessaire 
de la discussion d'un problème. 

II semble donc que la manière de concevoir l'origine du 
Porisme proposée par Playfaîr n'est pas fondée. 

Assurément Euclide n'a pas eu besoin de résoudre des 
problèmes pour former ses 171 Porismes; il lui a suSi de 
prendre des théorèmes et d'en changer la forme. Ce qu'il a 
fait dans une vue tout autre que celle d'exprimer les con- 
ditions qui rendent un problème indéterminé. 

Il faut observer d'aUleurs que non-seulement la recherche 
des conditions qui rendent un problème indéterminé ne 
conduit pas immédiatement ni nécessairement à un Po- 
risme, mais qu'eu outre on n'aperçoit point, en général, 
dans un Porisme le problème qui aurait donné lieu, par 
cette recherche des conditions d'indétermination , à ce 
Porisme. 

§ VI. — Réflexions sur quelques passages de Pappus. — Éclaircisse- 
ments 3ur la nature et l'origineKles Lieux et des Porismes. — Diflfé- 
rence et point de contact entre les Porismes et les Corollaires. — 
Accord des deux défmitions des Porismes , sauf finsuflisance de la 
seconde. 

I. — Différences entre le théorème local, le lieu et le problème local. -^ 

Origine des Lieux. 

Pappus, comme nous l'avons vu (§ III), dit que les 
Lieux sont des Porismes. Or à l'égard des Lieux il n'y a 
pas de mystère^ la forme de leurs énoncés nous est parfai- 
tement connue par les nombreuses propositions des Lieux 
j)lans d'Apollonius que Pappus nous a transmises. 
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Les Lieux doivent donc nous offiîr les moyens de véri- 
fier la définition donnée précédemment des Porismes et de 
rechercher, jusqu'à un certain point, la nature de ces pro- 
positions. Pour cela nous allons préciser les différences et 
les points de contact qui nous paraissent exister entre le 
théorème local ^ le tien et le problème local. 

Le théorème local est une proposition qui exprime une 
propriété commune à tous les poiilts d'une même ligne,, 
droite ou courbe, complètement définie. Exemple : 

Étant pris sur le diamètre AB d^un cercle deux points 

C, D tels,, que Von ait la relation —- = — -, les distances 
de chaque point m de la circonférence à ces deux points 
sont entre elles dans le rapport constant -—• 

mJA. 

Le lieu est une proposition dans laquelle on dit que tels 
points soumis à une même loi connue, sont sur une ligne 
(droite, circulaire ou autre) dont on énonce la nature, et 
dont il reste à trouver la grandeur et la position. Exemple : 

Deux points étant donnés, ainsi qu'une raison, le lieu 
d*un point dont les distances à ces deux points sont entre 
elles dans cette rais on ^ est une circonférence de cercle 
donnée de grandeur et de position. 

Enfin dans le problème local ou question de lieu, on 
demande de trouver la nature, la grandeur et la position^ 
dun lieu, c'est-à-dire la courbe, lieu commun d'une infinité 
de points soumis à une loi commune. Exemple : 

Deux points étant donnés y ainsi qu'une raison X, quel 
est le lieu d^ un point dont les distances à ces deux points 
sont entre elles dans la raison X ? 

La solution, ou réponse à la question, constitue une vé- 
rité complète, c'est-à-dire un théorème, qui est ici le théo- 
rème local que nous venons de citer. 

Ces exemples suflisent pour établir la distinction précise 

3*- 
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et les points de contact qui existent entre les trois propo- 
sitions qui se rapportent aux lieux : le théorème local, le 
lieu proprement dit, et le problème local. 

Le lieu est différent du théorème local et du problème 
local; mais il participe de Tun et de Tautre, puisqu'on s'y 
propose de démontrer une vérité énoncée, savoir que tel 
point soumis à une loi connue est, par exemple, sur un 
cercle, ce qui constitue un théorème, et qu'il faut en outre 
déterminer la grandeur et la position de ce cercle, ce qui 
touche au problème. 

Origine des Lieux . -7- Un théorème provient toujours 
de plusieurs autres propositions dont il est une déduction, 
mais avec lesquelles il n'a pas en général de ressemblance 
ou de connexion apparente. 

La solution d'un problème résulte,- comme la connais- 
sance d'un théorème, de raisonnements formés sur plu- 
sieurs vérités connues*, et cette solution constitue, au fond, 
un théorème. 

Une proposition appelée lieu résulte, en général, soit 
d'un théorème connu avec lequel ce lieu a des rapports 
manifestes, soît de la solution d'un problème, solution qui, 
comme nous venons de le dire, équivaut à un théorème. 

Le lieu exprime donc la même chose que le théorème, 
mais d'une manière moins explicite et qui laisse quelque 
chose à compléter. 

Telle nous pai^aît être la seule origine que nous puissions^ 
attribuer aux propositions qui par leur forme sont des lieux. 

II. — Différencefi entre les Porismes, les Théorèmes et les Problèmes» — 
Comment les Lieux sont des Porismes, — Origine des Porismes, — De la 
signification qu^EucIide a voulu attribuer au terme Porisme. — Rapproche^ 
ment entre les Porismes et les .Corollaires. 

Pappus dit que les Porismes ne sont, quant à la forme^ 
ni des théorèmes, ni des problèmes j qu'ils constituent un 
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genre intermédiaire ; mais que parmi beaucoup de géomè- 
tres, les uns les regardent comme des théorèmes et d'autres 
comme des problèmes. 

On conclut de là que les Porismes devaient participer 
tout à la fois des théorèmes et des problèmes, puisque 
beaucoup de géomètres s'y méprenaient, ou du moins se 
croyaient eu droit de ne pas les distinguer de ces deux sortes 
de propositions. 

Or les Porismes, entendus selon la définition de Simson, 
dont nous avons donné ci-dessus des exemples (§ V, m), 
satisfont à cette condition, c'est-à-dire qu'ils ont le double 
caractère des théorèmes et des problèmes. 

En eflTet, les théorèmes sont des propositions où Ton' doit 
démontrer une vérité connue et énoncée. 

Les problèmes sont des propositions où Ton a à découvrir 
une chose inconnue. 

Et les Porismes sont des propositions où Ton a tout à la 
fois à démontrer une vérité énoncée et à trouy^er la qualité 
ou la manière d'être, comme la grandeur ou la position, de 
certaines choses mentionnées dans l'énoncé de cette vérité. 

D'après cette manière de concevoir le Porisme, qui est le 
commentaire rigoureux de la définition de Simson, on peut 
dire que le Porisme participe du théorèqie et du problème. 
Ce qui s'accorde avec ce que rapporte Pappus des opinions 
diflFérentes des géomètres de son temps. 

A notre sens, le Porisme se rapproche plus du théorème 
que du problème -, car il faut, comme dans le théorème, 
démontrer une vérité énoncée^ et quant à la chose à troU" 
ver^ elle n'est pas absolument inconnue comme dans le pro- 
blème proprement dit; elle se rapporte à la vérité énoncée, 
elle en est une conséquence qui le plus souvent résulte de 
la démonstration même, sans exiger aucune recherche. 

Comment les Lieux sont des Porismes. — Le double 
caractère du Porisme^ de participer du théorème et du pro- 

3. 
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l)Ièiiie, c'est-à-dire d'avoir à démontrer et a trouver^ est 
précisément aussi le caractère des Licux^ comme nous l'a- 
vons vu ci -dessus. Nous sonunes donc amené à conclure 
que les Lieux sont des Porismes^ lors même que nous ne 
saurions pas que Pappus le dit formellement. 

Origine des Porismcs, — Il y a encore sur un autre point 
une identité parfaite entre les Porismes et les Lieux : nous 
voulons parler de l'origine mêuie des uns et des autres. En 
effet, ce que nous avons dit précédemment de l'origine des 
Lieux s'applique de soi-même aux Porismes. Un Porismc 
est la conséquence d'un théorème ou de la solution d'un 
problème, qui elle-même constitue un théorème. Le Po- 
risme exprime la même chose que le théorème dont il se 
déduit, mais sous une autre forme et d'une façon moins 
complète et qui laisse quelque chose à déterminer. 

L'exemple que nous avons donné d'un lieu comparé au 
théorème local auquel il se rapporte, s'applique aux Poris- 
mes de même qu'aux Lieux. Ainsi nous conclurons que 
l'origine d'un Porisme est un théorème proprement dit. 

La transformation des théorèmes en Porismes tendait à 
simplifier les énoncés des propositions en les débarrassant 
de certaines déterminations complémentaires qui n'étaient 
pas toujours nécessaires. On reconnaîtra, je pense, dans 
cette conception la sagacité d'Euclide et sa profonde intel- 
ligence des besoins de la science^ quand nous aurons dit, 
^ans un des paragraphes suivants, combien ses Porismes 
touchent de près, par leur forme même, à celle de la plu- 
part des propositions de la géométrie moderne. 

De la signification quEuclide a voulu attribuer au 
terme Poris^jee. — Rapprochement entre les Porismes et 
les Corollaires. — Euclide exprime par le même mot 
lïopiafJM les corollaires des Eléments et les propositions de 
ses trois livres de Porismes. Pour les corollaires ^ le terme 
grec, dont la signification d'après Proclus serait ici gain^ 
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acquisition (V. ci-diîssous § MI, vi), est bien choisi. Mais 
pour. les propositions donl il s'agit, le sens qu'il faut attri- 
buer à ce terme Tiopi(j(i!X a toujours été une énigme^ parce 
que n'ayant pas une idée précise de la nature intime des Po- 
rismes, on ignorait surtout l'origine de ces propositions. 

Il nous semble que les corisidératious précédentes jettent 
enfin du jour sur cette question; car elles conduisent à 
un rapprochement naturel entre les Porismes et les corol- 
laires, ces propositions si différentes au fond. 

En effet, d'une part, les corollaires sont des propositions 
qui se concluent immédiatement soit de Ténoncé d'un théo- 
rème, soit d'un passage de la démonstration de ce théorème, 
soitd'un raisonnement qui a conduit à la solution d^un pro* 
blême. Mais, en général, ces corollaires constituent des 
propositions différentes des théorèmes d'où on les conclut, 
et dont ils ne sont pas la reproduction sous une autre 
forme, conoime on le voit, par exemple, dans les Éléments 
d'Euclide (i). 

D'antre part, les Porismes prennent leur origine dans des 
théorèmes déjà connus, mais dont ou change la forme pour 
in faije des Porismes-, de sorte qu'on peut dire que les 
Porismes sont des conséquences immédiates de théorèmes; 
qu'ils en sont une sorte de corollaires. 

Telle a pu être la raison qui a porté Euclide à donner 



(i) Exemples, Euclide^ après avoir démontré que la perpendiculaire menée 
(lu sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle sur l'hypoténuse divise le 
tiiangle en deux triangles semblables, ajoute, sous le titre de coroliaite. 
» Il sait de là que dans un triangle rectangle la perpendiculaire menée de 
" l'angle droit sur la base est moyenne proportionnelle entre les segments 
' de la base, et que chaque c6té dé l'angle droit est moyen proportionnel 
' cnirela base et le segment qui lui est contigu. » (Liv. VI, prop. 8.) 

A la suite de ce problème : « Trouver le centre d'un cercle », qui forme 
la ire proposition du Livre 111, on trouve ce corollaire : « De là il suit évi- 
' dcmment que si, dans un cercle, une corde en coupe une autre en deux 
" parties égales, en faisant avec elle deux angles droits, le centre du cercle 
» e!»t placé sur la cord^ sécante. » 
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à ce nouveau genre de propositions qu'il introduisait dans 
la Géométrie, le nom même des corollaires de ses Elé- 
ments* 

Mais en constatant cette analogie partielle et secondaire 
entre les Porismes et les corollaires, répétons qu'il existe 
entre les deux genres de propositions une différence fonda- 
mentale. Les corollaires, qui sont, comme leditProclus,uii 
gain trouvé en passtot et dont profite le géomètre, diffè- 
rent, en général, des théorèmes qui ont procuré ce gain, et 
sont des propositions de même forme ; tandis que les Po- 
rismes, sous une autre forme qui leur est propre, ne sont 
que les théorèmes qui les ont produits. Ce sont,'si Ton veut, 
des corollaires, mais d^un autre ordre que les corollaires 
proprement dits. 

m. — Explication de la seconde définition des Porismes. — Accord des 
deux définitions. — Dans quel sens il faut entendre le blâme de Pappus à 
regard de la seconde. >~ Origine de cette définition. 

Pappus, après avoir donné la définition des Porismes des 
Anciens, en fait connaître une seconde introduite plus tard. 

Il dit que des géomètres modernes, nonobstant la défini- 
tion ancienne et les propositions mêmes, donnèrent des 
Porismes, d'après une circonstance particulière, cette défi- 
nition : Ce (fui constitue le Porisme est ce qui manque à 
r hypothèse d*un théorème local; en d'autres termes : le 
Porisme est inférieury par F hypothèse^ au théorème local. 

Cette brève définition, à laquelle Pappus n'ajoute aucun 
développement, parait signifier que : Quand quelques par- 
ties d'une proposition locale n'ont pas dans Ténoncé de la 
proposition la détermination, de grandeur ou de position, 
qui leur est propre et qui se trouverait dans Ténoncé d'un 
théorème local proprement dit, cette proposition n'est pas 
regardée comme un théorème et devient un Porisme. 

Prenons pour exemple ce théorème local déjà cité : 
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Un point C étant donné sur le diamètre AB d'un cercle, 

CA DA 
si Pan prend un second point D tel, que Von ait -— = --— ? 

les distances de chaque point de la circonférence à ces 

CA 

deux points seront entre elles dans le rapport — • 

Que Ton n'indique pas la position du point D, ni la 
valeur du rapport des distances de chaque point de la cir- 
conférence aux deux points C et D, on pourra encore ex- 
primer la même proposition, mais sous un énoncé très- 
(lifTérent qui en change le caractère, savoir : 

Un point d étant donné sur le diamètre AB d'un cercle, 
on pourra troui^er un second point D et une raison X tels\ 
que le rapport des distances de chaque point de la circon^ 
férence au point Q et à ce point D sera égal à la raison X. 

C'est là un Porisme conforme à la définition des Anciens, 
puisqu'il faut trouver ce qui est annoncé comme conséquence 
de l'hypothèse, savoir la position du point D et la valeur de 
la raison X. 

Ce Porisme diffère du théorème local, en ce que ces 
deux choses qu'il faut trouver sont déterminées de position 
et de grandeur dans le théorème. 

U satisfait donc à la seconde définition des Porismes. De 
sorte que les deux définitions n'ont rien de contradictoire. 

Cependant Pappus semble dire que « les géomètres mo- 
dernes qui ont introduit dans la géométrie leur définition 
auraient dû être arrêtés par la définition ancienne et par les 
propositions mêmes. » 

On est induit à conclure de ces paroles que la définition 
moderne impliquait quelque idée ou quelque condition que 
ne comportait pas la première. Et, en effet, Pappus ajoute 
que « cette définition est fondée sur une circonstance acci- 
dentelle M 5 ce qui signifie qu'elle ne s'applique qu'à une 
classe de Porismes. 
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Od reconnaît sans difficulté cette circonstance : c'est que 
la définition implique Tidée ou la condition d'une proposi- 
tion locale i de sorte qu'elle ne s'applique qu'aux Porismes 
qui se rapportent à de telles propositions, comme les Poris- 
mes I, II, ni, IV, V précédents (§ V), et qu'elle exclut con- 
séquemment un grand nombre d'autres Porismes, comme 
les VX« et Vll^ 

C'est ainsi que Simson a entendu le blâme de Pappus et le 
défaut delà définition des Modernes; blâme qu'il approuve(i) . 

Les deux définitions des Anciens et des Modernes ne 
sont donc point contradictoires, à part le défaut de généra- 
lité de la seconde. 

Cet accord devait se présumer. Car Pappus ne dit pas que 
la nouvelle définition fut la base d'une nouvelle sorte ou 
d'un nouveau genre de Porismes, loin delà : il dît formelle- 
ment, au commencement de sa Notice, qu'on n'a pas ajouté 
de Porismes nouveaux à ceux d'Euclide. La définition des 
Modernes se rapportait donc à une classe des Porismes 
d'Euclide, et, dans cette limite, ne pouvait avoir rien 
d'inexact et devait s'accorder avec l'ancienne. 

Une raison bien simple a pu donner lieu â la nouvelle 
définition. Quelques géomètres, voulant traiter succincte- 
ment, soit dans leurs leçons, soit dans leurs livres, de la 
doctrine des Porismes, auront Fait un choix de propositions 
appropriées à leur enseignement et lés auront prises dans 
l'ouvrage d'Euclide parmi celles qui se rapportaient aux 
lieux, parce que les lieux plans (lieux à la droite et au 
cercle) formaient lés premières matières cultivées à la suite 
des Eléments proprement dits. Dès lors ces géomètres ont 

(i) Ex hisexemplis manirestuin est multa esse Porismata quse a Theore- 
mate Locali hypothesi dcficiunt, alia aiitem quae ex Locis nullatenus pen- 
dent. Merltoigiturjuniores Pappus reprehendit, quod PoHsma ex accidente 
deUniverunt, ex quadam se. re quœ quibusdam quidem non omnibus Poris- 
matibuft incst. » {Opéra quœdam, etc., p. ^/|/|.) 
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du approprier, la définition, des Porismes d'une manière 
précise mais restreinte, à cette classe particulière de Po- 
rismes qui se rapportent aux Zteiu:^ sans être nécessaire- 
ment eux-mêmes des Lieux, Telle nous parait être l'origine 
de oçtte défijaitioti dontPappus a fait mention pour en si- 
gnaler l'insufïisance. 

§ Vn. — Analogie, entre les Porismes et les Données d!Euclide. — 
Identité d'origine de ces deux classes de Propositions. — Traité des 
Connues géométriques du géomètre arabe Hassan ben Haithem. — 
Notice de Proclus sur les Porismes. — Passages de Diophante. 

I. — Analogie entre les Porismes et les Données. 

Il existe entre les Porismes et les Données une analogie 
profonde, à laquelle il ne paraît pas que Ton ait fait atten- 
tion, et dont cependant il nous semble qu'il faut se pénétrer 
pour entendre dans son sens primordial et le plus intime la 
doctrine des Porismes. 

Nous trouvons cette analogie sous toutes les faces que 
présente la question. Elle existe non -seulement dans la 
pensée d'où dérivent les deux classes de propositions, 
mais aussi dans leur but commun , danâ les définitions 
qui leur sont propres et dans la forme même de leurs 
énoncés (i). Quelques éclaircissements vont nous en con- I 

vaincre. i 

Les Données sont des propositions dans lesquelles une | 

ou plusieurs des choses dont il est question n'ont pas, dans 

(i) Il m*a paru, depuis longtemps, que c^était là le véritable point de vue 
sous lequel il fallait eonsidérer les Porismes. Cette opinion se trouvé dans 
VÀpercu historique^ en ces termes : a La conception des Porismes nous pa- 
» raît dériver de celle des Données : telle a été, selon nous, son origine dans 
* Tesprit d^Euclide. — Les Porismes étaient, par rapport aux propositions 

> locales f ce que les Données étaient par rapport aux simples théorèmes des 

> Éléments. De sorte que les Porismes formaient avec les Données un corn" 
>' plément des Éléments de Géométrie, propre à faciliter les usages de ces 
» Eléments pour la résolution des problèmes. » {Aperçu, etc., p. 275.) 
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renoncé de la proposition, la détermination, de grandeur 
ou de position^ qui leur est propre en vertu de Fliypothèse, 
détermination qui se trouverait dans Ténoncé d'un théo- 
rème proprement dit. 

La proposition consiste à affirmer que cette détermina- 
tion est comprise implicitement dans l'hypothèse , qu'elle 
en est une conséquence nécessaire et qu'on peut l'effectuer. 
C'est ce qu'Euclide exprime en disant que la chose annon- 
cée est donnée; 11 faut entendre est donnée virtuellement y 
c'est-à-dire est comprise implicitement dans l'hypothèse et 
peut s'en déduire. 

Par exemple, prenons la proposition 6 du livre des Don- 
nées, que nous exprimerons ainsi en langage mpdeme : 

Si deux grandeurs a eï b ont entre elles une raison 
donnée X, la grandeur composée des deux aura avec cha- 
cune d^elles une raison donnée. 

Si Euclîde eut voulu faire de cette proposi tion un théorème 
proprement dit, il aurait indiqué dans l'énoncé la valeur de 
la raison de la somme [a-\-b)k chacune des deux grandeurs 

a et b^ savoir : — r — pour — — ? et (A -\- 1) pour — 7— • 

D'après ces remarques, on peut dire que les proposi- 
tions appelées Données par Euclide étaient des théorèmes 
7ion complets^ en ce qu'il y manquait la détermination, en 
grandeur ou en position , de certaines choses annoncées 
comme conséquence de l'hypothèse. 

Ce caractère spécial des Données est accusé par là forme 
même de leurs énoncés qui se terminent toujours, comme 
dans l'exemple- ci-dessus, par cette affirmation, que telle 
chose est donnée. 

Les Porismes peuvent aussi être considérés comme des 
théorèmes non complets. Car la détermination des choses 
qu'on demande de trouver complétera le théorème, c'est-à- 
dire qu'on obtiendra une j)roposition dans laquelle toutes 
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choses auront la détermination , de grandeur et déposition, 
qui leur appartient. 

Les Porismes ont encore avec les Données nne autre 
analogie manifeste. C'est la forme de leurs énoncés, où il est 
toujours dit que teUes choses sont données de grandeur ou 
de position. 

Cette forme se trouve dans les Lieux plans d'Apollo- 
nius dont Pappus nous a conservé les énoncés et qui sont 
des Porismes, comme il le dît expressén^ent : elle se trouve 
dans le Porisme complet, énoncé le premier de ceux qui se 
rapportent au I" livre d'Euclîde, lequel n'est pas un //ew, 
et semble présenter, à beaucoup d'égards , le type général 
des Porismes. On reconnaît la même forme technique dans 
tous les autres énoncés de Porismes donnés par Pappus, 
bien que ces énoncés concis n'expriment que les consé- 
quences d'hypothèses sous-entendues (i). 

Ainsi il ne peut exister aucun doute sur l'identité 
de contexturé des énoncés tant des Porismes que des 
Données. 

Enfin la définition ancienne des Porismes convient 
aux Données , puisque dans celles-ci, comme dans les Po- 
rismes, l'objet de la proposition est de trouver ce qui est 
annoncé. 

Ces considérations concourent toutes à nous autoriser à 
regarder les Porismes comme dérivant, dans l'esprit d'Eu- 
clide, de la conception même des Données. 

Ce genre de théorèmes non complets^ comme nous l'a- 
vons dit, n'est appliqué dans le livre des Données qu'aux 
théorèmes ordinaires tels que ceux des Éléments. Euclide a 
voulu l'étendre, dans les Porismes, aux propositions loca- 
les, et plus généralement aux propositions où l'on considère 



(0 On trouve les mêmes formes dVnoncés dans des propositions do 
nombres appelées Porismes par Diophantc, comme nous \e dirons plus loin, 
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des choses variables suivant une même loi , comme, par 
exemple, des droites qui passent par un même point, bu qui 
enveloppent un cercle ou une autre courbe. 

II. — Traité des Connues géométriqites d'Hasspin ben Uaiihem. 

Les mathématiques arabes nous oilrent à ce sujet un do- 
cument d'un grand intérêt, qui prouve qu'en effet à une cer- 
laine époque on a considéré les Données^ les Lieux et les 
Porismes comme formant un même genre de propositions 
qu'on pouvait réunir sous un même titre. Du moins, il 
existe un ouvrage arabe intitulé : Traité des Connues géo- 
métriques , qui est un recueil de propositions ayant toutes 
la même forme d'énoncés, et qui sont des Données propre- 
ment dites, des Lieux ou des Porismes. Seulement le terme 
donné ^ employé par les Grecs dans ces trois genres de pro- 
positions, est remplacé dans cet ouvrage par celui àe connu. 

Ainsi, Ton y lit que telle droite est connue de grandeur 
et de position^ que tel point (variable) est sur un cercle connu 
de grandeur et de position \ que le rapport 4e telle droite 
(variable) à telle autre, ou de tel rectangle (variable) à tel 
carré, est un rapport connu, etc.; propositions qui matiifes- 
tement sont ou des données comme celles d'Euclide, ou des 
lieux comme ceux d'Apollonius, ou des Porismes comme 
ceux d'Euclide d'après le sens que nous avons attribué à la 
Notice de Pappus , conformément au sentiment de Sim- 
son (i). 

Le titre unique de Connues géométriques appliqué par 
l'auteur à ces trois classes de 'propositions que les Grecs 
distinguaient sous les trois noms différents de Données^ 
Lieux et Porismes , prouve qu'il les considérait toutes troi& 

(i) Nous donnons plus loin les énoncés mêmes de quatre propositions du 
Livre des Connues gêomélriques, dans lesquelles nous rceonuaissons des Po- 
rismes. 
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comme étant du même genre ou dérivant d'une même 
idée (i). 

Cet ouvrage arabe, dont on doit la connaissance et la tra- 
duction au savant orientaliste M.L. ArSédillot, est du géo- 
mètre et astronome Hassan ben Haithem, qui florissait vers 
l'an 1009 et mourut au Caire en io38 (2). 

[II. — Définition des Porismes tirée de Proclus. 

Deux autres faits qui ont de l'analogie avec celui que 
vient de nous offrir le Traité des Connues géométriques^ et 
que nous puisons chez les Grecs mêmes, dans Diophante 
et dans Proclus, contribueront encore à corroborer notre 
sentiment sur l'origine des Porismes et leur analogie avec 
les Données. 

Cilons d'abord Proclus, dont le texte que nous avons à 
invoquer est bien connu, mais a toujours paru fort obscur 
et n^a pas été entendu dans le sens que nous devons lui 
donner. 

Il s'agit de la Notice sur les Porismes d'Euclide, que le 
célèbre philosophe platonicien a insérée dans son commen- 
taire sur le P' Livre des Éléments. 11 dit que ces Porismes 
sont un genre de propositions où il y a quelque chose à trou- 
ver, et qui n'ont pas pour objet, cependant, ni une simple 
construction, ni une simple démonstration. 

(i) 11 est permis d'espérer que si enfin l'on explorait les manuscrits ara- 
bes qui existent encore en grand nombre dans plusieurs grands dépôts, 
notamment dans la bibliothèque de TEscurial, on trouyerait dans d'autres 
ouvrages, comme dans celui de Hassan ben Haithem, des traces de la doc- 
trine des Porismes qui seraient d'un Yéritable intérêt. On ne doutera pas, 
en effet, que les manuscrits sur lesquels Gasiri a donné des notices précieuses 
dans son grand ouvrage {^Bihlioiheca arabieo-hispana Escurialensis) ne puis- 
sent contenir souvent plusieurs autres pièces confondues sans titres distincts, 
et que ce savant auteur n'a pas décrites. 

(2) V. Nouveau journal asiatique; mai i834. Et Matériaux pour servir à 
Vhistoire comparée des sciences mathématiques chez les Grecs et les Orien- 
taux, Paris, 1845, t. 1**", p. 378-400. 
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Il revient plus loin sur la même idée en ajoutant que les 
Porismes tiennent, en quelque sorte, le milieu entre les 
problèmes et les théorèmes ; qu^en effet il ne s'agit pas, dans 
ces propositions, de choses que l'on ait à construire ou à 
considérer théoriquement, mais de choses qu*il faut prendre 
et montrer aux yeux ; c'est*à-dire dont il faut déterminer 
la manière d'être, telle que la position ou la grandeur. 

On peut reconnaître, nonobstant la concision et l'obscu- 
rité de cette sorte de définition, qu'elle concorde avec celle 
des Anciens rapportée par Pappus et entendue dans le sens 
bien défini que nous lui avons donné« Cet accord forme 
déjà une présomption favorable à notre système sur la doc- 
trine des Porismes. 

Mais ce qui nous parait surtout offrir de Tintérèt ici, 
c'est que Proclus cite, comme exemples de Porismes, deux 
propositions sous forme de problèmes, lesquelles ne sont 
que de simples données ^ car les voici : Un cercle étant 
donnée tromper son centre. Denx grandeurs commensu- 
rables étant données^ trouver leur plus grande commune 
mesure, 

U est évident que dans chacune de ces questions, la chose 
demandée est une conséquence implicite de l'hypothèse^ 
ce qui est le caractère des Données. Or il n y a rien dé va- 
riable dans ces propositions ; elles sont donc de celles qui ap- 
partiennentà la classe des Données proprement dites. Ainsi 
quand Proclus les cite comme exemples des Porismes d'Eu- 
clide, on doit nécessairement en conclure qu'il a considéré 
ces Porismes comme des propositions du même geiire que 
les Données^ de même que l'a fait, 5oo à 600 ans plus tard, 
le géomètre arabe Hassan ben Haithem. 

C'est surtout le rappi^ochement entre ces deux faits qui 
nous a mis sur la voie de l'explication qui nous semble 
maintenant si naturelle, du passage de Proclus dont l'inter- 
prétation avait toujours paru fort difficile. 
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IV. — Pornrnies cités par Diopfaante. 

Diophanle ne parle pas expressément des Porismes, 
comme Proclus, et n^a pas à les définir. Mais il cite dans ses 
Questions arithmétiques^ sous le titre de PorismeSy des 
propositions extraites d'un ouvrage, apparemment d'un 
Recueil de Porismes, qui ne nous est pas parvenu. 

Ces propositions, auxquelles je crois que Ton n'avait 
jamais fait attention, du moins à titre de Porismes dans le 
sens d'Euclide, avant que nous les eussions signalées dans 
V aperçu historique, se rapportent aux propriétés des 
nombres; et ce qui a de l'intérêt ici, c'est que, sous le nom 
de Pomme5^ «elles ont dans leurs énoncés la forme des 
Données, la même que nous attribuons aux Porismes. 

Faisons remarquer d^abord, d'une manière générale, 
qu'effectivement la plupart des propositions de la théorie 
des nombres peuvent être considérées comme des Données. 
Car elles expriment que telle fonction de tels nombres, ou 
telle relation entre tels nombres, donne lieu à telle autre 
relation*, en d'autres termes, que telle relation est une 
conséquence implicite de telle autre. 

Par exemple Tidentité 

* (a« ^ h*) (a« -h 6») = [aa db J6)» -h (aè:^ fca)«; 

si on l'énonce textuellement, sera un théorème propre- 
ment dit, ou théorème complet. Mais si, sans préciser la 
composition des deux carrés qui forment le second mem- 
bre, on dît simplement que : Le produit de la somme de 
^deux carrés par la somme de deux autres carrés 5'cx- 
prime de deux manières par la somme de deux carrés, cet 
énoncé aura une certaine analogie avec ceux des Données^ 
Il en est de même des propositions suivantes : 
Le produit de deux nombres donnés s'exprime par la 
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différence des carrés de deux autres nombres y dmsée par 4 . 

Tout nombre premier de la.forme 4 n -f- i s* exprime par 
• la somme de deux carrés. 

Le produit de la somme de quatre carrés par la somme 
de quatre autres carrés s^ exprime par la somme de quatre 
carrés. 

Etc., etic. 

Toutes ces propositions sont des théorèmes non com- 
plets, dans le sens que nous entendons, de même que les 
Données et les Porismes. 

Revenons aux Porismes cités par Diophanie. Ils se trou- 
vent dans les Questions III, V et XIX du V® Livre, 
. On lit dans la Question III : « Puisqu*on a dans les 
» Porismes : Si deux nombres sont tels, que chacun d^eiix 
» augmenté d'un même nombre donné soit un carré et 
y> que leur produit augmenté du même nombre soit aussi 
» un carré, ces nombres pros^iennent de deux carrés 
» consécutifs, » 

C'est*à-dlre que G étant un nombre donné, si deux autres 
nombres A, B, sont tels, qu^on ait 

A -h G = carré, 

B-|-G = carré, 

AB -h G = carré, 

les deux nombres A, B proviennent de deux carrés consé- 
cutifs. 

En effet, prenant arbitrairement un nombre a tel, c|uo a' 
soit > G, il suflSt de prendre ensuite A = a? — G et 
B = (a -l-i)' — G. Car il en résulte 

A-hG = a*, B-hG=(a4-i)% 
ABH-G=[a(a-hi)— G]*. 

Tel est le sens que comporte Ténoncé de Diophante, qui 
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de nos jours peut paraître quelque peu obscur, puisqu'il n'y 
est pas dit comment les nombres proviennent ou sont formés 
de deux carrés consécutifs. 

Si cet énoncé ne présente pas au prçmier aspect une ana- 
logie suffisante avec les Données, on voil aussitôt que la 
proposition, tout en restant la même, reçoit le caractère 
A^Mne Donnée ou d'un Porisme^ en admettant l'énoncé sui- 
vant : Deux carrés consécutifs étant donnés, ainsi quun 
nombre f on peut trouv^er deux autres nombres tels, que 
chacun d'eux et leur produit, augmentés du nombre 
donné, soient des carrés. 

Dans la Question V, Diophante dit : « On a encore dans 
» les Porismes : Étant donnés deux nombres carrés con- 
» sécutifsy on peut trousser un troisième nombre égal au 
» double de la^ somme de ces deux premiers plus 2, tel, 
» çue le produit de deux de ces nombres augmenté^ soit de 
», la somme des deux mêmes, soit du troisième . nombre, 
» fasse un carré, » 

C'est-à-dire que si A et B sont deux carrés consécutifs et 
qu'on fprmé le nombre C = qt(A-h-B)-h2, chacun des six 
autres nombres 

, [AB+(A4-B)], [AB + C], 
|:AC-i-(A-f-C)J, [AC-hB], 
[BC+(B-hC)], [BC + A], 

sera un carré. 

Cet énoncé constitue un théorème non complet, puis- 
qu'on n'y donne pas la forme des six carrés dont on annonce 
l'existence. 

Cette prppositio.n a donc de l'analogie avec les Données 
et les Porismes, comme les précédentes. 

Il en esj. de même encore de la proposition suivante, qu'on 
trouve dans la Question XIX : « Nous avons dans les Po- 

4 
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» rismes : La différence de deux cubes est égale à la 
)) somme de deux autres cubes, » 

Ces propositions ne sont pas les seules de leur genre que 
renferme l'ouvrage de Diophante; on en trouve de sembla- 
bles dans diverses autres Questions, sans que Fauteur an- 
nonce qu elles soient'prises du Recueil des Ponsmes, 

Par exemple : 

u Le produit des carrés de deux nombres consécutifs, 
)) plus la somme de ces deux carrés, fait un nombre carré » 
(Question XVII du Livre III). C'est le premier cas de la 
proposition citée comme Pon'sme dans la Question V. 

)) Si un nombre est le quadruple moins i d'un autre, 
w celui-ci, plus le produit des deux nombres, fait un carré 
w (Question XX du même Livre), 

» Le carré de la diflTérence de deux nombres, plus le qua- 
)) dniple de leur produit, est un carré (Question XX du 
M Livre IV ) . 

» Tout nombre triangulaire multiplié par 8 et augmenté 
») de l'unité fait un carré (Question XLIV du même Livre) . 

» Deux nombres dont Fun est double de l'autfe étant 
» donnés, le double de leur produit est un carré, et ce dou- 
w ble produit moins la différence des carrés des deux riom- 
» bres forme aussi un carré (Question XII du LivreVI). » 

Ainsi, nous pouvons dire qu'il existait au temps de Dio- 
phante, outre ses célèbres Questions arithmétiques y dont 
il ne nous reste que six livres sur douze, un autre ouvrage 
sur le même sujet, recueil de propositions sur la théorie 
des nombres, que Diophante appelle Ponsmes ^ que ces 
propositions étaient des théorèmes non complets, dans 
lesquels il restait à trouver l'expression ou la valeur des 
choses annoncées, comme dans les Données 5 que, puisque 
Diophante les appelle PorismeS, on est induit à penser 
que, sans être les mêmes que les Porismes géométriques 
d'Euclîde, ils appartenaient au même genre de proposî- 
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lions, ayant les uns et les autres le même caractère pro- 
pre ;-que les Porismes d'Euclide étaient donc aussi des 
théorèmes non complets et semblables dans leur forme aux 
Données, ainsi que nous pensons Tavoir déjà prouvé par 
d^autres considérations. 

En résumé, les passages de Diophante nous paraissent 
fournir un nouvel argument en faveur de notre système sur 
la doctrine des Porismes (i). 



V. — Propositions du Traité des Connues géométriques de Hassan ben Haithem 

conformes aux Porismes. 



Proposition XVIII. Lorsque deux cercles conni^ de 
grandeur et de position' sont tangents j et que l'un est 
dans r intérieur de P autre ^ si F on mène une droite qui 
coupe les deux cercles d'une manière quelconque, le pro^ 
duit des segments faits par un point du petit cercle sur la 
partie de cette droite comprise dans le grand cercle est au 
carré de la droite menée du point du petit cercle au point 
de tangence des deux cercles, dans un rapport connu. 

Proposition XIX. Lorsque deux cercles connus sont 
tangents et que Vun est dans V intérieur de Vautre, si Von 
mène au petit cercle une tangente dont l'extrémité {autre 
que le point de tangence) soit à la circonférence du 
grand cercle, et ijuon joigne par une ligne droite cette 
extrémité au point de tangence des deux cercles, le rap- 



(i) On sait que les Arabes ont travaillé sur Tanalyse indéterminée diaprés 
Diophante, dont ils ont traduit et commenté les Questions arithmétiques. 
On doit croire qu'ils ont aussi connu le Recueil de Porismes, qu'il fût de 
Diophante lui-même ou d'un autre auteur grec. Il est donc permis de penser 
qu'on pourra retrouver un jour quelques traces de cet ouvrage. Nous serions 
heureux que l'espoir d'une découverte aussi précieuse, aussi importante 
pour l'histoire des mathématiques, pût faire enJiTeprendre quelques recher- 
ches dans les manuscrits arabes, recherches qui, du reste, conduiraient in- 
failliblement à beaucoup d'autres découvertes. 

4- 
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port de cette dernière ligne à la tangente est un rapport 
connu. 

Proposition XXI. Lorsque deux cercles connus sont 
tangents et que F un des deux est dans F intérieur de Vau- 
tre, si Von mène du point de tangence le diamètre com- 
mun aux deux cercles y et qiie par le point où. ce diamètre 
coupe le petit on mène une droite qui coupe le petit cercle 
en un second points cette droite {terminée au grand cercle) 
sei^a dii^isée^ en ce points en deux parties t elles j que le 
produit de ces deux parties plus un carré (connu) sera au 
carré de la partie comprise dans le petit cercle^ dans un 
rapport connu. 

Proposition XXII. Lorsque dans un cercle connu de 
grandeur et de position on mène un diamètre connu dc' 
position et que sur ce diamètre on prend deux points éga-^ 
lement éloignés du centre^ si de ces points on mène deux 
lignes qui se rencontrent en un point de la circonférence 
du cercle, la somme des carrés de ces deux lignes sera 
connue. 

Vï. — Passages de Proclus relatifs aux Porismes. 
Ejilrait du Commentaire relatif à la /»'« Proposition des Éléments d'Euclide. 

« Porisme se dit de certains problèmes comme les Po- 

)) rismes d'Euclide. Mais il se dit plus particulièrement , 

)i lorsque, des choses qui viennent d'être démontrées, surgit 

» quelque théorème que nous n'avions point eu en vue, et 

» que pour cela on a appelé Porisme^ comme une sorte de 

» gain qui s'ajoute à ce que l'on s'était proposé de démon- 

» trer. » 

Extrait du Commentaire relatif à la Proposition XV d'Euclide. 

» Porisme est un dîîs termes do la géométrie : mais il a 
» deux significations. Car on appelle Porismes les théorè- 
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» mes qui résultent de la démonstration d'autres ihéorèmes 
)) cpmme un gain inattendu et dont profite le géomètre ; et 
» on appelle aussi Porismes des propositions qui nont pas 
)) pour objet ni une simple construction, ni une simple 
n démonstration y mais ou il faut trou^^er quelque chose, 

)) Qu'on démontre que dans les triangles isocèles les 
)) angles à la base sont égaux, ou acquerra la connaissance 
M de ce qui est. , 

» Qu'on divise un angle en deux parties égales, ou qu'on 
» construise un triangle, ou qu'on ajoute ou retranche une 
» ligne, tout cela demande une construction. 

» Mais qu'il s'agisse de trouver le centre d'un cercle 
» donné, ou la plus grande mesure commune à deuxgran- 
» deurs commensurables données, toutes les questions de 
» ce genre tiennent en quelque sorte le milieu entre les 
)} Problèmes et les Théorèmes, En effets il ne s'agit pas 
» là de la construction y ni de la considération purement 
» théorique de choses cherchées, mais de leur acquisition : 
» car il faut les présenter à la vue, les mettre sous les 
w yeux. Tels sont les Porismes composés par Eue! i de et 
» qu'il a réunis dans ses Livres de Porismes, Mais nous ne 
)) dirons rien ici des Porismes de cette espèce. 

)) Quant aux Porismes qui se trouvent dans les Eléments 
M : d'Euclide , ils se présentent comme conséquences des 
M démonstrations d'autres théorèmes, quoiqu'ils n'aient pas 
» été le sujet de ces démonstrations. ...... 

Ce qui suit se rapporte aux corollaires des Eléments 
d'Euclide. 

§ Vm. — Nouvelle définition des Porismes. — Identité do ces propo- 
rtions, quant à leur forme, avec la plupart des propositions do la 
Géométrie moderne. 

1.. 
D'après ce qui précède (§ VU, i), les Porismes sont des 
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Données qui se rapportent à des propositions où l'on con> 
sidère une infinité de choses yariables suivant nne certaine 
loi, comme dans les propositions locales. 

Mais les Données^ n'étant plus en usage sous leur pro- 
pre nom, demanderaient elles-mêmes une définition. Il 
sera donc- plus simple et plus conforme à l'essence des 
choses de définir directement les Porismes , d'après leur 
caractère propre et abstraction faite de l'idée primitive de 
Donnée, 

Nous reportant au sens bien défini que nous avons attri- 
bué à l'expression de théorème non complet^ nous dirons 
que : 

Les Porismes sont des théorèmes nort complets^ expri- 
mant certaines relations entre des choses variables sui" 
i^ant une loi commune^ relations indiquées dans l'énoncé 
du Porisme, mais qu'il faut compléter par la détermi- 
nation, de grandeur ou de position, de certaines choses qui 
sont la conséquence de l'hypothèse, et qui seraient déter- 
minées dans l'énoncé d'un théorème proprement dit ou 
théorème complet. 

S'il ne fallait pas introduire dans la définition des Po- 
rismes, pour les distinguer des Données, la condition d'une 
infinité de choses variables, comme dans les Ueax, on 
pourrait dire simplement que : Le Porismé est une proposi- 
tion dans laquelle on énonce une vérité, hn affirmant qu'on 
peut toujours trota^er certaines choses qui la complètent, 

II. 

On ne peut manquer de remarquer que cette forme de 
théorèmes non complets tend à devenir le caractère le plus 
général des propositions dans beaucoup de parties des Ma- 
thématiques actuelles \ qu'il y a donc à cet égard une aaa- 
logîe incontestable, qu*on était loin de soupçonner, entre 
les Porismes d'Euclide et la plupart de nos propositions 



(55) 

modernes. Quelques exemples vont mettre cette analogie 
en parfaite évidence. 

Soit cette proposition : Si Von prend sur le diamètre 
d\in cercle deux points qui diuisent ce diamètre harmoni- 
quement^ le rapport des distances de chaque point de la 
circonférence à ces deux points sera constant. 

Que ron dise que ce rapport est donnée ce qui ici signi- 
fiera la même chose que constant, on énoncera un Porisme 
dan$ le style même d'Euclide. 

Pour que la proposition fût un théorème proprement 
dit, comme ceux que Von trouve dans les Eléments d'Eu- 
clide, dans les Coniques d'Apollonius et dans les ouvrages 
d'Archim^de, il faudrait faire connaître dans Ténoncé 
même la valeur de ce rapport constant et dire qu'il est 
égal au rapport des distances des deux points à Tune des 
extrémités du diamètre sur lequel ces points sont situés ^i). 

Dans un cercle y F angle sous lequel on voit, du centre, 
la partie de chaque tangente comprise entre deux tan-- 
gentes fixes, est constant. 

Qu'on dise est //oTiné, ce sera un Porisme, 

Mais que Ton dise que cet angle est égal à celui que le 
rayon mené au point de cqiitact d'une des deux tangentes 
fixes fait avec la droite menée du centre au point de ren- 
contre de ces deux tangentes, on énoncera un théorème 
proprement dit ou complet. 

Dans rhjperbole le produit des segments qu'une tan- 
gente Jait sur les asymptotes est constant. 

Qu'on dise est donné, on reconnaîtra aussitôt un Po- 
risme. Mais que l'on dise que ce produit est égal à la somme 
des carrés des deux demi-axes de la courbe, on énoncera 
un théorème. 

La Géométrie moderne offre une foule d'exemples sem- 

(i) V. Géométrie de Legendre ; Liv. 111, prop. XXXIV. 
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blables de théorèmes non complets, qui sont de véritables 
Porismes selon la conception d'Euclide , sinon en apparence 
à cause des diiférences de style, du moins par la nature 
même de la proposition où F on a à démontrer V existence 
(tune chose annoncée^ et à trouv^er (sans invention) la 
manière d'être^ telle que la grandeur ou la position^ de 
cette chose (i). 

Ce qui précède nous paraît donner une idée bien nette 
de la doctrine des Porismes, et le véritable mot de cette 
énigme qui depuis ^i longtemps occupe les géomètres. 

Nous y trouvons aussi F explication d'un point assez em- 
barrassant de l'histoire des Mathématiques : cet ouvrage 
qui, selon Pappus, renfermait une foule d'aperçus féconds, 
utiles et presque nécessaires pour la culture de la Géomé- 
trie, aurait disparu sans que rien en eût remplacé les théo- 
ries dans la science, de sorte que de nos jours il y serait 
absolument étranger. 

Bien loin de là ; l'ouvrage d'Euclide n'est nullement 
étranger à nos Mathématiques. Au contraire il semble 
qu'elles en aient reçu l'influence, je ne dis pas quant à 
leur origine, le livre était perdu, mais quant à leur forme 
actuelle; et en réalité nous faisons journellement des Po- 



rismes, a notre insu. 



Cette forme de nos propositions, que nous pouvons dire 
non complètes y eu égard aux théorèmes des Anciens, et 
qui se trouvent ainsi débarrassées de déterminations par- 
fois compliquées et sans utilité, nous paraît être un progrès 
réel : car la science y trouve un degré de simplicité et d'abs- 
traction qui facilite le raisonnement et la combinaison des 
vérités mathématiques entre elles. 

m. 
En constatant la distinction qu'Euclide avait établie entre; 

"i) Voir la note de la p. i5 ci-dessus. 
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les ihéorèmes proprement dits ou fAébrèmf 5 complets d*\ine 
part, et les Données et les PorismeSj d'autre part, nous 
n^enténdons pas dire que dans une composition mathémati- 
que on ait toujours dû donner à chaque proposition le nom 
spécial qui lui était propre à ce point de vue. Nous croyons 
qu'au temps de Pappus les géomètres et Pappus lui-même 
négligeaient cette distinction de noms. 

En effet , d'abord il est à remarquer que Pappus donne 
le nom commun de théorèmes aux Données^ aux Porismes 
et aux Lieux ^ dams ses Notices sur ces trois classes de pro- 
positions; car il dit que le livre des Données contient 
90 THÉORÈMES, Ics trois livrcs de Porismes iji^ et les deux 
livres des Lieux plans d'Apollonius i47-^ 

Secondement, on ne trouve dans le recueil étendu des 
Collections mathématiques aucune proposition sous le titre 
de Porisme^ et je crois même aucune sous celui de Donnée, 
quoique plusieurs propositions aient pu être regardées les 
unes comme des Porismes, les autres comme des Données, 

Ainsi dans le livre IV, la proposition VII ainsi énoncée : 
Si les quatre côtés d'un quadrilatère j4BCD sont donnés ^ 
et si f angle B est droit y la diagonale BD est donnée, est 
incontestablement une proposition appartenant à la classe 
des Données. Il en est de même des deux propositions VIII 
et IX du même livre. 

Dans le livre Vil, la proposition CCXXVIII (qui est un 
des lemmes relatifs aux septième et huitième livres des 
Coniques d'Apollonius) appartient aussi à la classe des 
Données; car elle porte que : Quand la somme des carrés, 
de deux lignes et la différence des mêmes carrés sont 
données y les deux lignes sont données. 

Les quatre propositions CCXXXV-CCXXXVIIIdu même 
livre Vn (lemmes relatifs aux Lieux à la surface d'Eu- 
clide), sont tout à fait semblables, quant aux énoncés, 
aux Lieux plans d'Apollonius \ elles expriment que le lieu 
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de tel point variable est une sectiou conique. Ce sont 
donc des Ideux^ conséquemment aussi des Porismes. La 
dernière de ces propositions contient la propriété de la 
Directrice dans les sections coniques, en ces termes : Le 
lieu d'un point dont les distances a une droite donnée 
de position et à un point fixe, sont entre elles dans une 
raison donnée, est. une section conique : parabole si la 
raison est l'unité, ellipse si elle est plus grande que Vu- 
nàé, et hyperbole si elle est plus petite. 

Ces exemples font voir, comme nous l'avons annoncé, 
que la distinction qu'Euclide avait établie entre les théo- 
rèmes d'une part, et les Données et les Porismes d'autre 
part, eût-elle été jamais observée dans la pratique, je veux 
dire dans la culture des Mathématiques, ne Tétait plus au 
temps dePappus, et que toutes ces. propositions pouvaient 
être confondues indistinctement sous la seule dénomination 
de tliéorèmes. 

§ IX. — De l'utilité des Porismes pour la résolution des problèmes. 

Pappus dit que les Porismes d'Euclide étaient néces- 
saires pour la résolution des problèmes. Nous avons déjà 
vu (§11) qu'à raison des matières qui formaient le sujet des 
trois livres de Porismes, cet ouvrage devait être extrême- 
ment utile pour les progrès généraux de la Géométrie j mais 
il s'agit ici d'une utilité spéciale pour la résolution des pro- 
blèmes. Voici comment nous concevons cette utilité. 

C'est que la recherche d'un lieu géométrique déterminé 
par certaines conditions exigeait le secours de quelque Po- 
risme. Car il fallait conclure de ces conditions une autre 
expression du lieu qui fut déjà connue, et qui par consé- 
quent fît connaître la nature du lieu, sujet de la question. 
Or c'est le passage d'une expression du lieu à une autre ex- 
pression (jui exigeait un Porisme. 
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Par exemple, demande-tHDn le lieu if un point dont les 
distances à deux points fixes soient entre elles dans un 
rapport donné? On démontrera qu'i7 existe, c'esl-à-dîre 
que Ton peut trouver, (sur la droite qui joint les deux points 
donnés), deux autres points tels^ que les droites menées de 
ces points à chaque point du lieu cherché font entre elles 
un angle droite Proposition qui constitue un Porismé, et 
de laqudle on conclut que le lieu est un cercle. 

Souven t unie question de lieu pourra se résoudre par plus 
d'un Porisme. 

Ainsi, dans la questicm précédente cm démontrera, Thy- 
pothèse restant la même, qail existe, ou qu'on peut trou* 
ver un certain point et une longueur^ de ligne tels, que la 
distance de chaque point du lieu à ce point sera égale à 
cette ligne. 

Ce sera là un Porisme. Et Ton en conclura ]a connais- 
sance complète du lieu cherché. 

On voît par cet exemple comment on peut concevoir que 
toute question de lieu, ou problème local, obligeait de pas* 
ser par un Porisme. 

Cette marche est dans la. nature des choses et subsiste 
dans l«s Mathématiques modernes : quelque méthode que 
Ton emploie pour résoudre im problème de lieu^ on peut 
toujours y apercevoir un Porisme. 

U en est ainsi notamment dans le procédé général de so- 
lution fondé sur l'analyse de Descartes, qui conduit à une 
équation finale entre les coordonnées x, y , d'où se conclut 
le lieu cherché. Car cette équation constitue un véritable 
Porisme. 

En effet, que cette équation, rapportée à deux axes rec* 
tangulaires, soit, par exemple, 

x' -f- ax +,y' -^-bj = c \ ' 

elle exprime qu'étant pris arbitrairement deux axes rcc- 
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taDgulaiies*dans le plan de la figure, on peut déterminer 
deux longueurs de lignes a, b, et un espace ou rectan- 
gle c, tels, que la somme des carrés des dislances de chaque 
point du lieu aux deux axes^ plus les produits de ces dis- 
tances par les deux lignes a et h y forment une somme 
égale au rectangle c. 

Proposition qui constitue un Porisme à la manière d'Eu- 
clide, sauf les expressions modernes qui en abrègent renoncé. 

Les Anciens n'avaient pas une pareille méthode générale 
à laquelle ils pussent ramener toutes les questions de Lieux. 
Par conséquent, on conçoit qu ils ont dû nécessairement 
chercher à multiplier les expressions différentes de chaque 
lieu, c'est-à-dire de chaque courbe, y compris aussi les 
lieux à la droite, et chercher à passer d'une expression à 
chacune des autres. Ce qui se faisait toujours par un Po- 
risme, comme nous Tavons dit. 

Le Traité des Porismes d'Euclide était donc une collection 
de propositions servant à passer ainsi d'une expression 
connue d'un lieu à une autre expression du même lieu, el 
plus généralement servant à passer des conditions connues 
qui déterminent un système de choses variables assujetties 
à une loi commune, à d'autres conditions déterminant les 
mêmes choses variables. 

Nous n'entendons pas dire d'une manière absolue que 
tel était l'objet de tous les théorèmes d'Euclide sans excep- 
tion, mais seulement que tel était leur caractère général 
et le but qu'Euclide s'était proposé en ajoutant au Traité 
djes Données celui des Porismes, comme second complé- 
ment des Eléments et provision de ressources pour la cul- 
ture de la Géométrie supérieure, et spécialement pour la 
résolution des problèmes. 

Quant aux lieux, Euclide n'a traité, dans ses trois livres 
de Porismes, que de la droite el du cercle, ainsi que le 
dit Pappus, et comme le prouvent ses 38 Leinmes qui ne 
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se rapportent qu'à des figures reclilignes et au cercle. Et 
quant à ceux des Porismes qui ne concernent pas des pro- 
positions locales proprement dites, on voit par plusieurs 
énoncés dePappUs, dont il suflSt de citer celui-ci, du P*" Li- 
vre : « Telle droite passe par un point donné » et les trois 
derniers duIH* Livre, qu'il y en avait, même de très-variés, 
dans l'ouvrage d'Euclide. Notre restitution de ces trois li- 
vres en comprend aussi un assez grand nombre. 

§ X. — Observations et éclaircissements préliminaires au sujet des 
XXIX genres de Porismes décrits par Pappus. — Ordre qu'on sui- 
vra dans le rétablissement des trois Livres d'Euclide. 

■ 

I. 

L'ouvrage d'Euclide était en trois livres et contenait 
171 théorèmes. 

Pappus comprend ces 171 Porismes sous XXIX énoncés 
qu'il appelle genres, dont i5 appartiehnent au V^ livre, 
6 au II® et 8 au III*. Il ajoute que les i5 genres du V"" li- 
vre se retrouvent dans le H® avec les 6 propres à ce livre : 
et de même, que ces 21 genres entrent dans le III* livre 
avec les 8 nouveaux. Il dit que la plupart des Porismes de 
ce lïï® livre se rapportent au demi-cercle, et quelques-uns 
au cercle et aux segments. Ce qui indique que les deux 
premiers livres ne roulent que sur les figures reclilignes. 

Dans chacun des XXIX énoncés, hormis le premier qui 
forme une proposition complète, Pappus ne décrit que 
les choses cherchées, en omettant les hypothèses qui, dans 
l'ouvrage d'Euclide , donnaient lieu aux propositions. Ce 
sont ces choses cherchées qui constituent les genres. Ainsi 
il dit : « Voici les genres des choses cherchées dans les pro- 
» positions du P*^ livre. » 

11 a dit plus haut : « Ce n'est pas par les différences des 
» hypothèses qu'il faut distinguer les Porismes, mais par 



(6») 

i> les difTcTences des résultats ou des choses cherchées. )> 
De sorte que chaque genre s'applique à des hypothèses 
qui peuvent être très-variées. C'est ainsi que les XXIX 
genres résument les 171 théorèmes que contenait le traité 
des Porismes. 

II est à remarquer que Pappus a fait du livre des Don- 
nées d'Euclide une analyse assez semblable, dans laquelle 
il décrit, en termes encore plus généraux que pour les Po- 
rismes, le caractère des différents groupes de propositions : 
il indique le nombre des propositions de chaque groupe, 
mais sans faire connaître aucune proposition en particulier. 
Cette analyse aurait pu servir à rétablir conjecturalement 
les quatre-vingt-dix propositions du livre des Données^ si 
cet ouvrage ne nous était pas parvenu. Il est à regretter 
que Pappus n'ait pas complété son analyse des Porismes en 
y ajoutant, comme pour les Données, le nombre des pro- 
positions de chaque genre. 

Les Porismes, dont nous rappelons ici le caractère essen- 
tiel, sont des propositions dans lesquelles il y a certaines 
choses variables, comme dans les propositions locales ; et 
c'est une relatioij^ entre ces choses variables (points, lignes, 
segments, etc.) et les choses constantes qui constitue les 
propositions. 

Prenons quelques exemples des genres décrits par Pappus. 

Tel point est situé sur une droite donnçe de position. 

Cela signifie qu^uti point variable a pour lieu géométri- 
que une droite dont la position est déterminée en vertu de 
1 -hypothèse ou des données de la question. 

On peut croire que cet énoncé comprend toutes les pro- 
positions de lieux qui se trouvaient dans les trois livres 
d'Euclide *, car ces lieux ne pouvaient être qu'à la droite et 
au cercle; et Ton ne trouve pas dans les huit genres spé- 
ciaux au lU*^ livre ni dans aucun de ceux qui les pré- 
cèdent, un seul énoncé qui exprime un lieu au cercle^ tel 
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que le lieu à la droite ei-dessus. 11 faut en conclure que 
le^ Pôrismes relatifs au cercle dans l'ouvrage d'Euclide 
exprimaient des propriétés communes à tous les points de 
la circonférence f sans avoir la forme d'énoncé dVn /fe/< 
proprement SE, 

Nous devrons nous conformer à cette indication. 

Telle droite passe par un point donné. 

Il s'agit d'un système de droites assujetties à une même 
loi et qui passent toutes par un même point donné virtuel- 
lement, c'est-à-dire dont la position est une conséquence 
des conditions de la question. 

Ce genre comprendra un assez grand nombre de Pôrismes 
différents, qui se li'ouv^ront indistinctement dans les trois 
livres. 

Telle droite est donnée de position. 

Il s'agit d'une droite qui n'est pas considérée comme 
lien d'un point, et qui satisfait à certaines conditions con- 
cernant des choses variables. Par exemple, ce sera une 
droite sur laquelle certains angles intercepteront des seg- 
ments ^aux, ou une. droite avec laquelle coïncideront les 
diagonales de cerl aines figures, etc. 

Ces genres de Pôrismes, que nous venons de citer, sont 
irès-simples, et les choses cherchées y sont indiquées ex- 
plicitement. Mais dans d'autres questions les choses cher- 
chées sont multiples et peuvent n'être pas toutes indiquées 
explicitement, quelques-unes restant sous-entendues. Alors 
il peut^y avoir incertitude et l'énoncé poiirra s'entendre de 
plusieurs manières. 

Prenons celui-ci, qui forme le XV® genre : 

Telle droite fait sur deux autres droites données de 
position des segments dont le rectangle est donné. 

Il s'agit d'une droite variable de position qui forme sur 
deux droites fixes deux segments dont le rectangle est con- 
stant*, la valeur de ce rectangle est donnée virtuellement, 
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c'est-à-dire qu'elle est une conséquence de Thypothèse, qu'il 
faut déterminer. 

L'énoncé est susceptible d'un autre sens. On peut sup- 
poser que les origines des deux segments sont deux points 
donnés de fait, et que les données virluelll^, c'est-à-dire 
les choses que Ton a à trouver, sont les directions des deux 
droites fixes menées par ces points, et la valeur du rec- 
tangle constant. 

On voit par cet exemple comment un même énoncé 
pourra se prêter à plusieurs interprétations diflerentes qui 
produiront ainsi une sorte de subdivision des genres des 
Porismes. 

II. 

Nous grouperons ensemble, dans chaque livre, les Poris- 
mes d'un même genre, pour mettre uu certain ordre dans 
un si grand nombre de propositions si diverses, et faci- 
liter le jugement que l'on portera sur ce travail de rétablis- 
sement. Mais nous n'avons pas de raison de penser qu'Eu- 
clide se fût assujetti à cet ordre d'une manière rigoureuse, 
car il n'aurait pu l'observer tout au plus qu'à l'égard des 
propositions d'un même livre , puisque les genres du 
P"* Livre se retrouvent dans le IP, et ceux du Y"^ et du IP 
dans le TU^. 

Pour quelques propositions seulement nous nous sommes 
écarté de l'ordre que nous venons de tracer. Nous les avons 
placées à la fin du III® livre : ce qui simplifie la démons- 
tration. Car elles sont ainsi précédées par certaines autres 
dont elles pouvaient se conclure aisément. 

Nous nous renfermerons strictement dans les énoncés de 
Pdfppus, c'est-à-dire dans les XXIX genres qu'il a décrits. 
C'est pour cela qu'on ne trouvera pas dans notre restitution 
des trois livres d'Euclide de lieux au cercle qui pourraient 
pourtant se présenter en grand nombre. d^ns un Traité des 
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Pprismes. Toutefois, les propriétés du cercle, que dans 
d'autres circonstances on exprimerait par des propositions 
de lieux proprement dites, entreront sous des énoncés dif- 
férents et toujours conformes aux genres décrits par Pappus, 
dans notre IIP livre, où elles seront assez nombreuses. 

Les dix Porismes qui forment les dix cas de la proposi- 
tion des quatre droites sont du genre des lieux à la droite : 
cependant, comme Pappus dit qu^ils se trouvent au com- 
mencement du P*" Livre, et qu'il on parle d'une manière 
particulière, nous les avons placés les premiers et en quel- 
que sorte hors ligne, sans les comprendre dans le genre 
des lieux à la droite, qui n'est décrit que le second.. 

Le genre décrit le premier par Pappus jesl le Porisme 
énoncé d'une manière complète, où il s'agit de trouver une 
droite et sur cette droite un point qui sera l'origine de seg- 
ments en rapport donné avec d'autres segments. 

On pourrait, à la rigueur, rattacher ce Porisme au 
V* genre énpncé ainsi : Telle droite est donnée de 
position^ La recherche du point fixe sur cette droite serait 
une condition implicite, comme nous l'avons dit ci-dessus. 
Mais sans nous arrêter à l'incertitude qui peut naître ici, et 
pour nous conformer strictement au texte de Pappuf», nous 
regarderons le Porisme dont il s* agit, comme forn^ant le 
P*" gepre du P*" Livre. Pappus, en reproduisant par excep- 
tion r^t énoncé tout entier, peut avoir eu l'intention de 
donner un exemple Mnt de la forme la plus commune que 
du caractère et de la nature des Porismes. Car celui-ci nous 
paraît être, à certains égards , comme nous l'expliquerons 
tout.à l'heure, une sorte de type de nombreuses proposi- 
tions des trois Livres. 

Simson a pensé que ce Porisme était le premier (i) 



(i) 11 l'intitule : Prop. XXIII. Quae estPorisma I Lib. T Porii»matuTn Eu- 
cUdis. {Opéra quœdam reliffua, eic, p. 4oo. ) 

5 
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du l**" Livre. Nous croyons, au contraire, que les premiers 
Porisfnes dans l'ouvrage d'EucIidc étaient les dix cas de la 
proposition des quatre droites. Plusieurs raisons nous sem* 
hlent l'indiquer. D'ntie part, Pappus dit, comme nous Ta- 
vous déjà fait observer plus haut, qu'Euclide a placé ces 
propositions « au commencement du 1^' Livre ». Il est vrai 
que le premier des XV genres qui résunvent les nombreux 
Porismes de ce livre comporte des propositions différentes *, 
mais Pappus ne dit pas que ce P*^ genre renferme précisé- 
ment le premier Porisme. De sorte que ce passage n'infirme 
pas celui qui le précède et qui serait formel, si le texte ou se 
lit le mot « commencement » n'offrait une lacune. 

Mais, d'autre part, et indépendamment de ce motif, une 
raison tirée des Lemmes de Pappus relatifs aux Porismes 
nous a paru tout à fait décisive. 

Pappus présente le premier Lemme comme s' appliquant 
au premier Porîsme, et le second Lemme au second Porisme, 
^t il n'y a plus de mention semblable pour aucun des autres 
Lemmes. Or ces deux Lemmes conviennent si naturelle- 
ment à deux cas de la proposition des quatre droites, qu'on 
peut dire qu'ils en sont l'expression immédiate. De plus, il 
^en est de même-des cinq Lemmes qui suivent les deux pre- 
miers : c'est-à-dire qu'on en conclut aussi immédiatement 
-cinq autres cas de la même proposition. Les trois cas qui 
complètent les dix se démontrent sans le secours d'aucun 
Lemme avec une très- grande facilité. Nous ajouterons que 
les Lemmes qui viennent après ces sept premiers trouvent 
leur emploi naturel pour la démonstration des Pprismes 
appartenant aux genres successifs du P*^ Livre-, et enfin, 
que ces sept premiers Lemmes, desquels nous déduisons 
sept cas de la proposition des quatre droites, n'ont pour 
la plupart, les deux premiers notamment, aucun usage 
<lans les démonstrations des autres Porismes. 

Il semble donc résulter, avec quelque certitude, de ces 



( 67 ) 
raisons toutes concordâmes, que les d\x cas de la proposi- 
tion des quatre droites formaient les premiers Porlsmes 
dans l'ouvrage d'Euclide. 

§ XI. — Analyse des XXIX genres de Porismes. ~ Expression algé- 
brique des genres qui comportent des relations de segments. — Autres 
genres qui se rapportent aux niémes matières. 

I. 

r 

Le Porisme qui Constitue le P' genre, et dont la descrip- 
tion est suffisamment complète, peut être regardé comme 
"une espèce de type commun à nombre d'énoncés de Poris- 
mes. Mais c^est seulement à plusieurs égards, comme nous 
l'avons dit; et il ne s'agit que de certaines circonstances de 
l'hypothèse, qui peuvent se répéter dans différents genres. 
Il est ert effet très-facile de voir qu'on satisfait à la plupart 
des genres par des propositions dont les hypothèses variées 
contiennent cependant des éléments semblables, savoir: 
Deux droites qui tournent autour de deux points fixes en se 
coupant toujours sur une droite donnée de position, et qui 
font sur deux autres droites fixes, ou sur une seule, deux 
segments qui ont entre eux une certaine relation constante. 

Ce seront les différences entre ces relations constantes qui 
donneront lieu aux différents genres. 

Mâiis le IP Livre présente un caractère spécial : c'est que 
parmi les six genres qui s'y rapportent, il y en a quatre 
au moins dans lesquels les segments considérés sont néces- 
sairement formés sur une seule droite : pour les deux 
autres genres ces segments peuvent être formés indifférem- 
ment sur une seule ou sur deux droites^ tandis que dans les 
genres du P' Livre, hormis deux ou trois peut-être, les seg- 
ments paraissent être formés toujours sur deux droites. 

Sans nul doute les relations générales entre les segments 
formés sur deux droites ont lieu de même sur une seule 
droite, puisqu'on peut supposer que les deux droites, qui 

5. 
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â'ordinaire sont données à priori comme faisant partie de 
l'hypothèse 9 soient coïncidentes. Mais ce cas particulier 
donne lieu à de nouvelles relations, d'une autre forme, dans 
lesquelles entre le segment compris entre les deux points 
variables. Or ce sont ces relations spécialesqui nous parais- 
sent faire le caractère propre de quatre des six genres attri- 
bués par Pappus au II* Livre. 

Dans le III® Livre on a encore à considérer^ dans beau- 
coup de propositions, deux droites tournant autour de 
deux points fixes et formant, soit sur deux droites soit sur 
une seule, des segments entre lesquels il existe des relations- 
semblables à celles des deux premiers Livres. Mais ces rela- 
tions ont lieu dans le cercle : les deux points fixes sont pris 
sur la circonférence même, et les, deux droites qui tournent 
autour de ces points se coupent sur cettç circonférence, au 
lieu de se couper sur une droite, comme dans les deux pre- 
miers Livres. Il y a en outre, dans ce III® Livre, divers autres 
^nres relatifs au cercle. 

Presque toutes les relations de segments, . sinon Xoutes, 
des deux premiiers Livres, sont de celles qui expriment que 
deux points variables sur deux droites ou sur une seule 
forment deux dwiêions honio graphiques. Ces relations sont 
des équations à deux, a trois, à quatre ou à cinq. termes. 

II. 

Pour qu'on en juge, nous allons présenter un tableau 
des XXIX genres décrits par Pappus, en fixant par une 
équation le sens que nous attribuons à chaque énoncé où 
-entre une relation de segments. 

7"" Lwre. 

Genres. 

I. --7— ï = X (l). 
A m ^ ' 



(1) Les lettres^!, m\m!\ M, py p' de&ignent dans les formules qui TonC 
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Genres. 

II. Tel point décrit une droite donnée de position. 

IV. ^ = \. 

mm 

V. Telle droite est donnée de position. 

VI. Telle droite passe par un point donné. 

VII. -^ = 51. 

A m' 

VIII. A^, = i. 

Ml» 

A m T' f»' 

IX. '—, — 7- = i. Divisions homographiques sur deux 

droites. 

X. J'm . Im' = V -f- /!x . w/n'. Divisions homographiques 
sur une droite. 

XI. Enoncé incomplet. 

^T¥ A/w+X.B/w A/if-f-X.B/w 

AU. = fx, jzm ==i^? 

A m H-^.B^/yt' __ A/w -f->.B'iyt' _ 

CW '^^' Cm " '^ ^* 

Divisions en parties proportionnelles sur deux ou sur trois 
droites. 

Xm. Km.Op = MnJ.(yp'. 

AlV. — —, — -, — 5= [L. Divisions en parties proportion- 
nelles sur deux droites. 

XV. Im. J'm' = V. Divisions homographiques sur deux 
droites. 

soWredes points yariables. Ce sont, en général, les extrémités des segments 
entre lesquels ont lieu les relations qui nous paraissent répondre aux énon- 
cés de Pappus. Les lettres A, B, . . . désignent des points fixes, origines des 
segments; ces points sont donnés, de fait ou virtuellement. Enfin, îi, /£,. . , 
représentent des lignes, des espaces, ou des rapports, constants, qui sont 
aussi donnéà, de fait ou virtuellement. 



I IL_ 
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//* Uvre, 

Genres. 

AVI. y = fz. Divisions homographiques sur 

une droite. 

. .XVII. ~ — = a. Divisions, homographiques sur 

mm M X 1. 

une droite. 

^^jjj (Am + B^)(CW + iy;.')^ Divisions, lio- 

mm * 

mographiques sur une droite. 

AlA. -r = a. Divisions 

mm' ^ 

homographiques sur une droite. ^ 

AA. t; = (x. Divisions homographi- 
ques sur deux droites. 

XXI. I/n.J'/n' 2= V. Divisions homographiques sur deux 
droitea. 



///-' ZiVre. 



A/w.B'/w' 



AAll. ;; — =- — 7 = A. Divisions nomographiques sur 

C/71.D m o ir ^ 

deux droites ou sur une seule. 



XXIII. ; = a. 

mm ' 



XXIV. Am.J'm' = |ut.A'i7i'. Divisions homographi- 
ques sur deux droites ou sur une seule. 

XXV. 0Z' = iJL.Dp. 

wxrf (A/71 +B/w)X.Ç'm' T\' • • i. !_• 

AAVl. j = u. Divisions nomograpm- 

mm . 

ques sur une droite. 

XXVn. Un point duquel on peut mener deux droites 

(variables) qui comprennent un triangle donné d^espèce* 
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Genres.. 

XXVm. Un point d'où partent detix droites (variables) 
qui interceptent des arcs égaux. 

XXIX. Un point par où passe une droite faisant avec« 
telle autre un angle donné. 

On remarquera qu'indépendamment du 1" genre dont 
nous avons fait ressortir le caractère, quatre genres, III, 
IV, VII, VIII, semblent exprimer une même chose, savoir, 
que le rapjîort de deux lignes est constant. On pourrait 
donc croire au premier abord qu'il y a ici confusion, par 
suite de quelque erreur dans le texte. Mais il existe des 
différences notables dans les expressions de Pappus, et il a 
eu certainement en vue des propositions qui ne sont pas 
identiques, notamment quant aux choses que l'on cherche. 

Ainsi nous pensons que, dans le IIP genre, on consi^ 
dère des segments dont les origines sont connuesy et que 
l'on a simplement à démontrer la constance du rapp<Mrt 
entre les deux segments variables, et à trouver la valeur de ce 
rapport; que dans le VII^, qui semble avoir la même équa- 
tion, une seule origine est donnée, et que les choses cherr 
chées sont la seconde origine et la valeur du rapport constant* 

Le IV® genre diflere de ces deux-là « en ce qu'on n'y 
considère qu'un segment compté à partir d'un point fixe, 
et que l'autre segment est l'abscisse comprise entre les deux, 
points variables. 

Dans le VIIP genre, Tune des deux droites variables 
dont le rapport est constant n'est pas un segment compté 
sur une droite fixe, mtiis bien une oblique ou une perpen- 
diculaire abaissée d'un point variable sur une droite donnée 
de position. 

Ces quatre genres sont donc dilférenls. Us embrassent, 
dans leurs applications, une foule de propositions relatives 
aux points homologues de deux droites divisées en parties 
proportionnelles. Ilsdonnent lieu aussi à diflérents autres 

5* 



( 7^ ) 
Porismes dans lesquels les deux lignes qui sont eii rap- 
port constant, partent de deux points ou d^un seul dans 
des directions variables : par exemple, ce seront, dans le 
in*^ Livre, deux droites qui aboutissent à chaque point 
d'une circonférence de cercle. 

JII. — Autres genres qui ne se trouvent pas dans les Porismes d'Euclide. 

Nous venons de voir que la piluj>art des relations de 
segments qui font le sujet d'un grand nombre des Porismes 
d^Euclide expriment que deux séries de points sur deux 
droites, ou sur une seule, forment deux divisions homogta- 
pbiques. 

Il existé plusieurs autres relations par lesquelles oq repré- 
sente les mêmes divisions et qui par conséquent auraient pu 
se trouver dans l'ouvrage grec« 

D'abord l'équation 

dans laquelle a est une ligne donnée, de fait ou virtnel- 
lement, exprime deux divisions en parties proportionnelles, 
sur deux droites ou sur une seule, et donne lieu à d'assez 
nombreux Porismes. 

Ensuite quatre autres exprimeront chacune deux divi- 
sions homographiques générales, faites sur deux droites on 
sur une seule : 

(fl -h>.A/w)B'/w' -h V 



Bm 



= (^> 



„ , , = n 

km ' 

oL . A m ,Bf m! -j- 6.B?n.C'/n'= Bm.B'm', 
(Am-|-B/w)C'/w' 

—cJi. — - = ("• 

Les deux suivantes résultent de deux divisions faites sur 
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une même droite, comiae Tindique le segmeni mm' : 

(tf -4- > . A /w) B' /w' -+- A/?j 

i '— z=zlL^ 

mm ' 
{a-^\.km)Wm' 
^' =^' 

Ces diverses équations donneraient lieu, si l'on voulait, à 
des Porismes qui, par la nature des matières, feraient suite 
aux trois Livres d'Euclide. 

Tous ces Porismes sont très- propres à faire le sujet 
d'exercices pour les jeunes géomètres, d'autant plus qu'ils 
appartiennent aux théories qui forment les bases de la géo- 
métrie moderne. Euclide n'a traité que de la ligne droite 
et du cercle ; mais la plupart de ses Porismes s'étendent avec 
la même facilité à la théorie des sections coniques (i) et à 
des spéculations ultérieures. 

On ne peut se refuser, je crois, à reconnaitre ici combien 
Pappus avait raison de dire que l'ouvrage d'Euclide ren- 
fermait les germes d'une foule de choses d'une invention in- 
génieuse et d'une étude agréable et nécessaire. 

§ Xïï. — Analyse des XXXYIII Lemmes de Pappas relatifs aux 
Porismes (a). — Corollaires des Lemmes lïl et XI. 

Les XXXVm Lemmes de Pappus se peuvent classer eu 

^1 ' ■ I II I ■ Il II I I I 

(i) Après avoir donné} dans V Aperçu historique (p. 279), deux Porismes 
généraux q\ii comprennent parmi leurs conséquences multiples un très- 
grand nombre de Porismes d'Euclide sur les figures rectilignes, j'ai fait 
▼oir quHl existe aussi dans la théorie des coniques, et du cercle par suite, 
deux propositions toutes semblables, qui constituent les propriété» les plus 
fécondes de ces courbes. {Aperçu; Notes XV et XVi; p. 334-3 44-) 

(a) Nous donnerons plus loin, dans le § XIV, les énoncés de ces Lemmes, 
que le lecteur aura souvent à consulter. Nous n'y joignons pas. les démons- 
trations faciles de Pappus. On les trouvera, accompagnées des Commentai- 
res de Commandin, dans ses deux éditions des Cçllections mathématiques, 
Simson les a aussi données, avec quelques éclaircissements, dans son Traité 
des Porismes: mais ce géomètre a placé les XXXVIII Lemmes dans un ordrc^ 
tout différent de celui de Pa'ppus, et sans s'astreindre toujours à reproduire 
le texte exact des énoncés originaux qiril généralise parfois. 
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trois catégories : 23 sont relatifs à dès figures rectilignes; 

s 

7 se raltacheQt au rapport harmonique de quatre points, et 

8 concernent le cercle. 

Des 23 Lemmes relatifs à des figures rectilignes, 6 ont 
pour objet le quadrilatère coupé par, une transversale j 
6 Tégalité des rapports anharmoniques de deux sys- 
tèâies de quatre points qui proviennent des intersections 
de quatre droites issjies d'un même point, par deux autres 
droites f 4 peuvent être considérés comme exprimant une 
propriété de l'hexagone inscrit à deux droites; 2 don- 
nent le rapport des aires de deux triangles qui ont deux 
angles égaux ou supplémentaires-, 4 autres se rapportent 
à certains systèmes de droiles que nous définirons plus 
Icâh \ et enfin le dernier est un cas du problème de la $ec^ 
tion de T espace, 

Nou^ allons essayer de faire connaître dans T analyse sui- 
vante le caractère particulier de chacun de ces XXXVIII * 
Lemmes, qui tous, plus on moins, nous seront utiles. 

Les' Lemmes I, II, IV, V, VI et VII (propositions 127» 
128, i3o, i3i, i32 et i33 du VIP Livres des CoUèctians 
mathématiques de PappUs), qui ont pour objet le quadiri-^ 
làtère coupé par une transversale, contiennent chacun nue 
relation entre les segments que les quatre côtés et les deux 

» * 

diagonales du quadrilatère forment sur cette transversale 
considérée dans des positions différentes. 

Dans le Lemme IV (proposition i3o), la transversale 




a une position quelconque, et la relation démontrée par 
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Pappu5 est une des équations à six segments par lesquelles 
on exprime Imvolution de six .points. Soient a^ a'-^ b^ b 
et c, c' , les points dans lesquels la transversale rencontre 
les couples de côtés opposés et les diagonales du quadrila- 
tère. La relation est • 

ah .b' c ca , . 

a'b\bc' ^ VU' ^"'^- 

Les Lemmes I, H, V et VI sont des cas particuliers de 
cette proposition générale. 

Dans lel*^ et le 11^, la transversale est parallèle à un côté 
du quadrilatère. 

Dans le V^, la transversale passe par les points de con- 
cours des côtés opposés, et la proposition revient à celle-ci : 
les deux diagonales divisent en parties proportionnelles la 
droite qui joint les points de concours des côtés opposés. 

Le Lemme VI peut être considéré comme un cas particu- 
lier du V®, la droite qui joint les points de concours des 
côtés opposés est parallèle à une diagonale. 

Enfin, dans le Lemme Vil, la transversale passe par un 
seul point de concours des côtés opposés, et est parallèle à 
une diagonale. La relation démontrée est un cas particulier 
des relations dHnvolution à huit segments, savoir : 

ca =:cb,cb^. 

Les Lemmes III, X, XI, XIV, XVI et XIX (proposi- 
tions 129, i36, 137, i4o, 14^^ i45) sont ceux qui établis-^ 
sent l'égalité des rapports anharmoniques que quatre droites 
issues d'un même point déterminent sur deux droites trans- 
versales : mais il faut supposer que ces deux transversales 
partent d'un même point de l'une des quatre droites. En 
réalité, on considère trois droites concourantes en un même 
point, coupées en deux systèmes de trois points a, i, c, 

(r) V. Géom. sup., apl. i84 et 339 . 
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et a', &', c', par deux transversales menées d'un point quel- 
conque P. Il existe entre «les segments formés sur les deux 
transversales l'équation 



p7 • Te 



Pa' bW 



ou 



Pa.bc Pa'.b'c' 



Pc' • b'c' ^^ Pc.ab'^ Pc'.a'b' 
que Pappus énonce ainsi : Le rectangle Pa.bc est au rec- 




tangle Pc . ai, comme le rectangle Va' •h' J est au rectangle 
Pc'.a'A'. 

C'est là le Lemme III. 

Le Lemme X (proposition i36) en est la réciproque. 
Il prouve que quand Téquation a lieu, les deux points c, 
c' sont en ligne droite avec le point de rencontre des deux 
droites aa', hh' -^ ou que les trois droites aa\ bb' ^ ce* con- 
courent en un même point. 

L^ Lemnae XVI (proposition 142) est le même que le X^, 
démontré différemment. 

Le Lemme XI (proposition 1 37) est un cas particulier du 




ni^é L'une des transversales est parallèle à Tune des trois 
droites, et Téquatiou devient 



P« __ Po^ . Pc^ 
1^ ~ b'a' • ¥c' 



ou 



Pc'.b'a^'^'bZ 
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Le Lemme XIV, (proposition i4o) est la réciproque de 
celui-là ; il exprime que quand T équation précédente a 
lieu, les deux droites aa' ^ bb' et la parallèle à Pai, me- 
née par le point c', concourent en un même point. 

Enfin, le Lemme XIX (proposition i45) est encore un 
cas particulier* du LeinmelII. Quand trois droites issues 
d'uii même* point sont coupées par deux autres, menées 
par un point P, en a, ^, c et «', &', c', si Ton a 

ba bc ^ 

Va' Pc' 

il s'ensuit que rr-; == tt-,' 
^ a b c 

Les quatre Lemines XB, XIH,. XV et XVII (propositions 
i38, i39, 1419 '43) peuvent être considérés comnie expri- 
mant la propriété de l'hexagone inscrit à deux droites, 
savoir que, quand les sommets d'un hexagone sont situés 
trois à trois sur deux droites, les points de concours des 
côtés opposés sont en ligne droite. 

" Dans les Lemmes XII et XV, les deux droites sont paral- 
lèles, et dans les Lemmes XIII et XVII elles ont une direc- 
tion quelconque. 

Il est à renlarquer qu'ici, dans les démonstrations, Pap- 
pus se sert des Lemmes III, X, XI et XIV, c'est-à-dire de 
la proposition de Tégalité des rapports anharmoniques des 
-deux systèmes de quatre points déterminés sur deux droites 
par trois autres droites issues d'un même point : savoir, 
des Lemmes XI et X pour le Lemme XII \ des Lemmes III 
et X pour le Lemme XIII; des Lemmes XI, IQ et XIV 
pour le Lemme XV, «t enfin des Lemmes III et XVI pour le 
Lemme XVII. 

Les Lemmes XX et XXI (propositions Î46et 147) disent 
-que quand deux triangles ont deux angles égaux ou supplé- 
mentaires, leurs surfaces sont dans le même rapport que 
les rectangles des côtés qui comprennent ces angles. 
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Lel^mme Vni (proposition i34) > un énoncé très-bref, 
qui en laisse diflScilemcnt apercevoir le sens; cependant on 
reconnaît qu^il peut signifier que : 

Quand deux angles ont leurs côtés parallèles deux à 
deux, si par le sommet de chacun d*eux on mène une 
droite quelconque qui coupe les deux côtés de F autre y les 
quatre points d intersection sont deux à deux sur deux 
droites parallèles. 

Cela est ua cas particulier d'une propriété relative à deux 
angles quelconques, qu'on peut aussi envisager d^un autre 
point de vue, et énoncer de cette manière : 

Si par les points de concours des côtés opposés d^un 
quadrilatère on mène deux droites quelconques qui ren^ 
contrent les quatre côtés en quatre points, ces points sont 
deux à deux sur quatre autres droites qui se coupent deux 
à deux sur les deux diagonales du quadrilatère (i). 

Le Lemme IX (proposition i35) peut exprimer que : 

Si par les sommets et un trapèze on mène quatre droites 
concourantes rn un monce point , et par le point de ren- 
contre S des deux côtés non parallèles une transversale 
parallèle aux deux autres côtés, laquelle rencontre les 
quatre droites en quatre points^ le produit des distances 
du point S à deux de ces points est égal au produit des 
distances du même point S aux deux. autres points * 

C'est-à-dire que les quatre points déterminent une invo- 
lucion dont le point S est le point central (a). 

Cette proposition est un cas particulier d'une propriété 
d'un quadrilatère quelconque, savoir, que : 

Les trois couples de droites menées d'un même point 
aux sommets opposés et aux points de concours des côtés 
opposés d'un quadrilatère sont en inuolution (3), 

■ * I ■ ■■»■■■! — ■■■ ^ ■ ■ ■ ■ I ^^— — *■ ■ ■ ■■ <— ^— ^*— — ^— — — ai— fc^W a^M^i^— ^l^^^^l^hB^i^^^ 

I 

(i) y ,Géom. sup.,ViTi. 404. 

(2) Ihid., p. 189. 

(3) Ihid., p. 249. 
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On peut voir dan& le Lemmc XVIII un lieu à la droite, 
construit dans un triangle. Pappus emploie dans la démons- 
tration les Lemmes X, XI et XVI. 

Le Lemme XXXII (proposition i58) concerne deux 
triangles qui ont un angle commun. Le côté de Tun, opposé 
à cet angle, fait sur le côté de Taulre, aussi opposé à l'angle 
commun 9 et sur la droite qui va du sommet au milieu de ce 
côté, des segments qui ont entre eux une certaine relation. 

Le Lemme XXXVrn et dernier (proposition i64), qui 
est aussi le dernier des 23 Lemmes consacrés aux figures 
rectilignes, est un problème. Il s^agit, dans un parallélo- 
gramme, de mener par un point donné sur un côlc une 
droite qui forme avec deux autres côtés un triangle de même 
surface que le parallélogramme. 

Nous arrivons aux sept Lemmes XXII, XXIQ, XXIV, 
XXV, XXVI, XXVII, XXXIV (propositions i48 à 157 et 
160) qui se rattachent au rapport harmonique de quatre 
points. Us ont pour but de déduire l'es unes des autres cer- 
taines relations qui appartiennent à ces quatre points situés 
sur une même droite. Une relation étant donnée, on en 
conclut une autre. Mais ces relations n'ont |)as lieu préci- 
sément entre les quatre points^ car, hormis une seule, il 
y entre toujours le point milieu de deux points conjugués, 
qui remplace l'un des deux points. 

Ces sept Lemmes n'en font en réalité que quatre, parce 
que trois sont les mêmes que trois autres, n'en différant 
que par la position relative des points donnés. 

Appelons a, a' et enfles deux systèmes de points conju- 
gués, qui sont en rapport harmonique, a le milieu du seg- 
ment ««' et O le milieu de e/5 nous exprimerons les sept 

, Lemmes brièvement ainsi : 

- — ' 
Lemmes XXII et XXIV. Si l'on a ae = 2 Oa.ea , il 

s'ensuit 

0« = aoL -f-Oc . 
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LemmeâXXIII et XXV. Si Oa,Oa' = Ôe , il s'ensuit 

ea.ea'= aeO.ea, 

ea' = Oa'.aeçc, 

2 

ea =0a.2ea. 
Lemmes XXVI el XXVII. Si -— , = z=^ » il s'ensuit 



0a.0a' = 0e. 

Lemme XXXIV. Si — 7 = ^^? il s'ensuit 

efl /a' 

a 

(xe.af= aa^ 
ef,eoc = ea.€a\ 
fa.fa'zi^zfoc.fe. . 

Enfin les huit Lemmes qui concernent le cercle sont les 

xxvm, XXIX, XXX, xxxi, xxxm, xxxv, xxxvi 

et XXXVn (propositions i54-i57, iSg et i6i-i63). 

Du Lemme XXVIII (proposition i54) il résulte que si 
d'un point P on mène deux tangentes à un <îercle, et une 
transversale quelconque qui rencontre le cercle en deux 
points a, a' et la corde de contact en un point a, ce point 
et le point P divisent en parties proportionnelles le segment 
««', c'est-à-dire que Ton a 

Va aoL 



Pu' au' 

Dans le Lemme XXXV (proposition 161) le point P est 
intérieur au cercle 5 on démontre que le lieu du point tx, 
déterminé par cette même proportion, est une droite. 

Ces deux propositions, qui n'en font réellement qu'une, 
renferment, onlevoit^ la propriété principale de la théorie 
des pôles et polaires dans le cercle. 
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LeLcmme XXIX (proposition 1 55) est uu problème. On 
demande d'inscrire dans un segment de cercle ACB deux 

cordes AC, CB qui soient dans un rapport donné ^. La so- 
lution se réduit à faire voir que la tangente au point C ren- 
contre la Corde ÂB en un point D^ pour lequel on a 

DA CÂ' E» 



DB ^' F» 

Le Lemme XXX (proposition i56) démontre que les 
droites menées des extrémités d'une corde k un point de la 
circonférence divisent harmoniquement le diamètre per- 
pendiculaire à cette corde. 

D'après le Lemme XXXI (proposition 157), si d'un point 
P donné sur le diamètre AB d'un cercle, on mène une 
droite à un point de la circonférence, et par ce point une 
corde perpendiculaire à cette droite, cette corde inter- 
cepte sur les tangentes aux extrémités du diamètre AB deux 
segments A m, B/n', dont le rectangle est éga^l au rectangle 
constant PA.PB. 

Le Lemme XXXIII (pt'oposition 159) exprime qu'un 
point P étant donné sur le diamètre AB d'un cercle, si l'on 
prend sur le prolongement du diamètre le point Q tel, qu'on 

ait QA.QB = QP, et que par ce point on élève la perpendi- 
culaire au diamètre, toute droite menée par le point P ren- 
contre le cercle en deux points et la perpendiculaire en un 
troisième point tel, que le carré de sa distance au point P est 
égal au -rectangle de ses distances aux deux points du cercle. 
Le dernier de ces huit Lemmes relatifs au cercle. Je 
Lemme XXXVI, n'a d'autre but que cette vérité élémen- 
taire : Quand une corde d'un cercle est parallèle à un dia- 
mètre, les pieds des perpendiculaires abaissées des extré- 
mités de la corde sur le diamètre sont à égale distance des 
extrémités du diamètre, 

G 
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Corollaires des Lemmes III et XI. 

Nous placerons ici trois corollaires immédiats des Lem- 
mes m et XI. Formules une fois pour toutes, ces corollaires 
évidents rendront inutile la répétition du court raisonne- 
ment qu'on pourrait faire directement sur les Lemmes. 
Nous les invoquerons sans autre explication, et nous abré- 
gérons par là les démonstrations dans le cours de notre long 
travail. \ 

Le Lemme III, dont le XP n'est qu'un cas particulier, est 
certainement la proposition la plus importante de toute 
cette vaste théorie des Porismes d'Euclide, ainsi que nous 
avons eu occasion de le dire îl y a longtemps, en présen- 
tant une courte analyse du Vil* Livre des Collections ma- 
thématiques de Pappus, dans Y u4 perçu historique ( i ). 

Corollaire I. Quand quatre droites A, B, C, D concou- 
rantes en un même point S sont coupées par deux autres 
quelconques dans les deux séries de points a, b, c, d et a', 
V, ç', d^, on a l'équation 

ac ^ bc _a^ ^ b^ av.bd _ a'c'.b'd' 

~^' Td^Vd*'^ b'd''' ^^ ad.bc ~ a'd' ,b'/ 

En eflet, que par le point a on mène une parallèle à la 
droite alV \ elle rencontre les droites B, C, D en V\ d' ^ d"^ 
et Ton a, d'après le Lemme III, 

acbd _ ac\b"d" 
ad. bc ~* ad" ,b"c"' 



(i) Aperçu, etc., p. 33-35 et 38-39. « ^ci se présente naturellement une 
M observation qui pourra justifier Timportance que nous avons déjà cherché 
» à donner à la proposition 129 de Pappus et à la notion du rapport anhnr- 

» momque En prenant la proposition dont il s'agit pour point de dé- 

» part dans un essai de divination des Porismes, nous avons obtenu divers 
» théorèmes qui nous ont paru répondre aux énoncés en question. » — Voir 
aussi la note ( 3 ) de la page 1 1 ci-dessus. 
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Mais les segments ac\ Mrf",... sont proportionnels à 
û'c', i'fl?',..,, à cause des parallèles a¥^ cih'\ cette équa- 




tion donne donc celle qu'il s'agit de démontrer. 

Corollaire II. Quand quatre droites SA, SB, SC, SD 
concourent en un même point S, si Von mène une droite 
qui les rencontre en quatre points a, b, c, d, et une paral- 
lèle à SD, qui rencontre les trois autres en a\ b', c', on 




aura, entre ces deux séries de points, la relation 



ab db a! b 



t u 



ac * de a'c' 



En effet, que par le point a on mène à la droite a'b' une 
parallèle qui rencontre SB et SC en b" et d'. On a, d'après 
le Lemme XI , 



ab db 


ab'' 


ac * de 


" ac" 



Mais, à cause des parallèles, — r, = "T"?' Donc, etc. 

'■ ac a c 

6. 
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'Corollaire III. Quand on a quatre droites A, B, C, D, 
partant d'un même point, et quatre autres droites A\ B', 
C, ly partant aussi de ce point ou d^un autre quelcon- 
que^ en jaisant entre elles, deutt à deux, des angles 
égaux ^ aux angles des premières , si Von mène deux 
transv^ersales quelconques qui rencontrent respecti^^ement 
ces deux systèmes de quatre droites dans les points a, b, c, 
d et a', b', c', d', on aura Véqnation 

ac hc a' c' h' c' ac.bd a'c'.b'd* 



ou 



ad ' bd a'd ' b'd' ad.bc a'd'.b'c' 

En effet, si les angles des droites A', B', C, D' sont for- 
més dans le même sens de rotation que ceux des droites A, 
B, C, D, on pourra, à cause de Tégalité des angles des deux 
faisceaux de droites, superposer le second sur le premier, 
c'est-à-dire le placer de manière que les quatre droites 
A', B', C\ D' coïncident respectivement avec les quatre A, 
B, C, D. Alors l'équation qu'il s'agit de démontrer sera 
celle du Corollaire I. 

Si les angles des droites A', B', C, D' ne sont pas dans le 
même sens que ceux des droites A, B, C, D, il est clair que 
Téqualion a encore lieu, car on ramène ce cas au précé- 
dent, en supposant qu'on fasse tourner le plan du second 
faisceau aulour d'une droite fixe quelconque de ce plan, 
jusqu'à ce que, après une rotation de i8o degrés, il re- 
vienne coïncider avec le plan du premier faisceau. 

Donc, etc. 

§ .XIII. — Usage des XXXVIII Lemmes de Pappus pour le rétablis- 
sement des trois Livres de Porismes. 

Nous avons dit (§§II et XI) que la plupart des Porismes 
transmis par Pappus expriment des relations de segments 
qui se rapportent aux divisions horno graphiques sur deux 
droites ou sur une seule. 



I 

J 
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Après avoir reconnu ce caractère général, nous eûmes à 
soumettre chaque énoncé énigma tique à différentes hypo- 
thèses pour en tirer les propositions ou Porismes qu'il pou- 
vait renfermer : il fallait y distinguer surtout les choses 
variables de celles qui restent fixes et constantes ^ les choses 
données de fait, des données virtuelles ou à trouver^ les cas 
divers où les segments que Ton considère sont formés tantôt 
sur deux droites, tantôt sur une seule; où ils ont une ori- 
gine fixe, et où les deux extrémités sont variables, etc. C'est 
après de nombreux essais, que nous sommes parvenu à nous 
fixer sur le sens précis que nous devions donner à chaque 
énoncé de Pappus et sur les diverses propositions ou Porismes 
qui découlaient de cette interprétation ou pouvaient s'y rat- 
tacher. Puis il fallait une démonstration de chacune de ces 
propositions. Cette démonstration eût été facile pour le très- 
grand nombre de celles qui se rattachent aux divisions ho- 
mographiques ; car il suffisait d'exposer d'abord, comme 
nous l'avons fait dans le Traité de Géométrie supérieur^, 
une théorie générale de ces divisions. C'est ainsi que nous 
avions procédé quand nous avons écrit la Note de Yu4percu 
historique sur ]es Porismes (i). Mais depuis, enuous prépa- 
rant à mettre au jour cet essai de rétablissement conjectural 
de l'ouvrage d'Euclide, nous avons craint que ces démons- 
trations faciles, fondées sur des théories modernes, ne don- 
nassent liqu à quelques doutes sur la coïncidence de nos idées 
avec celles du géomètre grec, et ne fussent le sujet d'objec- 
tions spécieuses contre les probabilités de notre réussite 
dans ce travail de divination. Cette considération nous a 
décidé à ne plus invoquer la théorie générale des divisions 
homographiques, et nous nous sommes astreint à refaire 
pour chaque Porisme de nouvelles démonstrations directes 
et spéciafts, ne reposant que sur des principes et des pro- 

X . 

(i) Aperçu, etc., |>. 274-38/» 
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positions qae Ton pût regarder comme familières à Eu- 
clide. 

Nous avions sans doute à craindre d'entreprendre un 
travail qui ne fût pas sans difficultés. Mais heureusement 
les Lemmes de Pappus, qui déjà dans l'origine avaient 
servi puissamment à nous dévoiler le caractère général de^ 
Porismes d'Euclide, nous ont encore été ici d'un grand 
secours. Non-seulement chaque Lemme nous a fourni le 
sujet d'un ou de plusieurs Porismes qui s'en pouvaient 
conclure sans autre démonstration, mais nous avons reconnu 
dans plusieurs de ces propositions des éléments de dé- 
monstrations propres à presque tous les autres Porismes. 
Unous a suffi d'ajouter aux trente- huit Lemmes de Pappus 
les trois corollaires qui terminent le paragraphe précé- 
dent. 

Sans autre secours que ces trente -huit Lemmes et ces 
trois corollaires, et en nous renfermant strictement dans 
les XXIX genres décrits par Pappus, nous avons obtenu 
deux cents et quelques Porismes, dont le très-grand nom- 
bre, sinon tous, pouvaient entrer dans l'ouvrage d'Euclide. 
Nous nous proposions d'abardd'en écarter une quarantaine^ 
pour en réduire le nombre aux 171 annoncés par Pappus. 
Mais nous avons éprouvé quelque embarras quand il s'est 
agi de faire cette exclusion, et nous avons préféré en laisser 
le soin aux géomètres qui nous liront, nous réservant de 
profiter de leur jugement. 

Qu'on ôte, ou non, de ces propositions, nous espérons 
qu'on reconnaîtra que les démonstrations de toutes ne s'é- 
cartent pas des éléments contenus dans les Lemmes de Pap- 
pus, et ne dépassent pas les connaissances qu'Euclide pou- 
vait supposer à ses lecteurs. Nous devons prévenir toutefois 
que quelques Porismes seront présentés sous un énoncé plus 
général que celui qui devait probablement se trouver dans 
l'ouvrage gre«:. Car on conçoit que pour éviter certaines dif- 
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fîcultés, proveiiaut principalement de la direction des seg- 
ments dans les figures, difficulté^ dont la Géométrie modérai 
est affranchie, à son grand avantage^ Eaclîde a du souvent 
adapter les énoncés de ses propositions à des figures spé- 
ciales ou parti culièi'es. Mais le caractère propre de ces pro- 
positions n'en était nullement altéré. 

§XIV. — Énoncés des trente-huit Lemmes de Pappus sur les 

Porismes d'Ëuclide. 

I. Lemme pour le premier Porisme du P' Livre. Soit la 

af ad 

figure ABCDCFG; et soit ^ ^=tzf>' Q^^'on joigne HKj je 
dis que HK est parallèle à AC. 



II. Lemme pour le deuxième Porisme. Soit la figure 
ABCDEFGH \ que AF soà parallèle à DB, et quon ait 

1^ = — : les trois poirUs H, K, F seront en ligne droite. 



r H 

UI. Si les trois flroites AB, AC, AD son( coupées pa^ 
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les deux HE^ HD, je dis que le rectangle construit sur 
HE, GF est au rectangle sur HG, FE, comme le rectangle 
surHBy DC est au rectangle surHDj BC. 




HB CB H£ FE 



C'est-à-dire que 

HE.GF _ HB.DC 

HG.FE""HD.BC" ^^ HD ' CD "" HG ' FG* 

IV. Soit, dans la figure ABCDEFGHKL , 

AF . BC _ AF.DE 
AB.FC "" AD.EF" 

• Je dis que les trois points H, G, F sont en ligne droite 



H 




V. Soit ia figure ABCDEFGH, dans laquelle on a 
— — z=z ■—' Je dis que les trois points A, G, H sont en ligne 
droite. 




(89) 

VI. Que, dans la même figure, DF soit parallèle à AC; 
je dis que AB = BC. Et si AB = BC, je dis que DF est par 
rallèle à AC. 

E 




VIL Que^ dans la même figure encore, BD soit troi- 
sième proportionnelle aux deux CB, BA ^ je dis'que FG'est 
parallèle à AC 




Vin. Si, dans la figure ABCDEFG, DE est parallèle à 
BC, et EG parallèle à BF, DF sera parallèle à CG. 




IX. Dans le triangle ABC on mène les droites AD, AE 
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et la droite EG parallèle à BC, puis les droites FH, GH. 

Si rrTT = 73-=: •» je dis ouc KL est parallèle à BC. 
HC HE 

X. On coupe les deux droites BAE, DAG par les deux 

HD, HE (sur lesquelles on prend les deux points C, F). 

ç,, „ DH.fiC HG.FE .1. j ^ . • ^ d^ 

o^ Ion a dp ^^ HF~Fr ' '^ ^"^ " points L, 

A , F 50/it e/i //g'we droite. 




XL 5o£^ Ze tn'angle ABC ; o« mène AD parallèle à BC, 
et ii/ie droite DE ^ut rencontre BC e/» m/i point E. t/e ^'5 

„ DE.FG CB 

^t/e l on a ^^ ^^ = 

^ EF . GD 



BE 




XII. Ces choses étant démontrées^ il Jaut faire voir que 
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si deux droites parallèles AB, CD sont coupées pard*autf^s 
AD, AF, BC, BF, pww, qu'on mène les deuxFJ), EC, les 
trois points G j M, K seront en ligne droite, 

Xin. Mais que les droites AB, CD ne soient pas parai-- 
lèlcs et qiû elles concourent en un point N : je dis que les 
trois points Gj M, K seront encore en ligne droite. 

B 




c p p 

XIV. Soit AB parallèle à CD, et que Von mène AE, 
BC; si Von prend sur BC le point F tel, quon ait 

j je dis que les trois points A, F, D sont en 



EC 



FB.CG 



ligne droite. 




V.D 



XV. Cela étant admis ^ soit AB parallèle à CD, et que 
(des points E, F pris sur ces droites) ton mène les droites 
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FA, FB, EC, ED, puis^ qu'on joigne les deux BC, GK; je 
dis que les trois points A, M, D sont en ligne droite, . 

XVI, Quand deux droites AB, AC sont coupées par deux 
autres DB, DE menées d'un point D, si sur celles-ci on 

* VC PTï Tiff c^n 

prend deux points G, H tels, que F on ait — - — = * , 
^ ^ ' 'V DE.GF BD.CH 

je dis que les trois points A, G, H sont en ligne droite. 




XVn. Mais que CD ne soit pas parallèle à AB, et que 
ces droites concourent en un point N (je dis que les points 
A, M, D seront encore en ligne droite). 





« 


• 




X? 




^ 


k 


-jSc 


K 


^ 


\ 


c 


F 




D 




N 



XVIII. Soit le triangle ABC ; AD parallèle à BC, e/ que 




CE.CB 



BG 
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Vo7i mène DE, FG, de manière que Von ait 

jadis que si ton mène BD,7e5 trois points H, K, C serorît 

en ligne droite. 

XIX. Quand trois droites AB, AC, AD sont coupées par 
deux autres EF, EB menées par un point quelconque E, 

EF EH , V EB ED 

siTona -j;^ = ^'7^ '^'^.^^'^ ^^'^ «"^^BC"^ Î5c' 




B C E 

XX. Soient deux triangles ABC, DEF dont les angles 
A, D sont égaux; je dis que le rapport des rectangles 
AB. AC. D¥..\iV est égal à celui (des aires) des triangles, 

A 





XXL Que les angles A et D fassent ensemble deux 
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angles droits y je dis que le rapport des rectangles AB. AC, 
DE.DF est encore égal au rapport des [aires des) deux 



triangles. 



XXn. Soit une droite AB sur laquelle on prend deux 
points C, D, tels^ que F on ait a AB.CD = CB, je dis que 
/'on a AD =ÂcVdb\ 



c D B 



XXin. Si BA . BC = BD, je dis que F on a ces trois éga- 
lités : 

(AD-hDC).BD = DA.DC, (AD-+-DC).CB =Dc' 

(AD-hDC).AB = Âd'. 

i S ^ p 

XXIV. Soit la droite AB, et deux points C^ D, tels, que 
Von ait CD = 2 AC.DB, je dis que F on aura 



AB = AD 4- CB . 

CD B 



XXV. Soit BA . BC == BD -, je dis quon a les trois éga- 
lités : 



(AD — DC).BD = DA.DC5 (AD — DC).CB = DC5 

(AD — DC)BA = Âd'. 



A D C B 

• ■ ■ - - ■ 



XXVI. Si Von a — ; = =13 ? je dis que Von aura 

^^ DC 



BA.BC = BD. 



c B D 
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XXVII. Soit encore — j = 3=:, \ j^ dis que Von aura 



BC 



DC 



BA.BC = BD- 



A 



D 



B 



XXVin. Si les droites DA, DC touchent le cercle ABC, 
et que Von mène AC (ef DEB),7e dis que Von aura 



BD 
DE 



BF 
FË 




XXIX. Problème. Un arc de cercle étant décrit sur la 
ligne AU, y inscrire les cordes AC, CB qm soient entre 
Aies dans un rapport donné. 




XXX, Soit un cercle dont le diamètre est AB ; quon 
mène une corde DE perpendiculaire au diamètre, et une 
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autre corde DF ; quon joigne EF qui ffrolongée rencontre 

le diamètre en G ; ie dis au on aura ——- = — . 

XXXI. Soit un demi-cercle décrit sur AB; quon mène 
par les points A, B les droites BD, AE perpendiculaires 
sur AB 5 puis la droite DE, et en son point F {situé sur le 
cercle) la perpendiculaire FG qui rencontre le diamètre 
AB e/i G ; /e dis que F on aura AE . BD = G A . GB. 

D 




XXXn. Soit le triangle ABC, dont le côté AB est 
égal à AC •, si par un point D, pris sur le prolongement de 
AB on mène IJE faisant le triangle BDE égal en sufface 
au triangle ABC \ puis, quon dii^ise en deux parties égales 
le côté AC par la droite BF : je dis que Von aura 

FB-*-BG Âf' , , 

' =—. (0- 



FG 



FH 




(i) Simsoii remarque {Opéra quœdam....y p. 5:23; que dans la démonstra- 
tion de ce Lemme, que donne Pappus, il n'y a rien qui exige que le triangle 
ABC soit isocèle comme le prescrit renoncé. Il pense que le texte a été altéré 
par rinlroduction de celle condition restrictive. Et en effet, le Porisme que 
nous tirerons de ce Lemme est général, quel que soit le triangle. 
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XXXIII. Sçit un cercle' ^t une droite DE perpendi- 
culaire au diamètre AB prolongé; que l'an prenne^ le 

point G tel, que F on ait FA . FB = FG , je dis que si d'un 
point quelconque E {fie la droite DE) on mène la droite 
EG prolongée jusquen H, on aura 

EH.EK=:Êg\ 




XXXIV. Si ton a [entre les quatre points A. B, C, D) 
}_ AD 
BC"~ DC 



^- = -rjp» <?^ ^w« fe point E soit le milieu de AC, je dis 



E I> 

-• •- 



B 



que Ton aura les trois égalités 

EB.ED = ÊC- DB.DE = DA.DC5 BA.BC = BE.BD. 

XXXV. Cela étarit, sait un cercle et une droite DE per^ 
pendiculaire au diamètre AB prolongé, et que Por^ prenne 

B 




AF AG 



le point G tel, que Von ait == = -j^ \ je dis que si dhtn 



FB GB 
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point quelconque ir/«.DË, comme rie Ë, on ^ène EG pt^-- 
longée jiAsquen H, on aura 

XXXVI. Soit un demi-cercle décrit sur AB, et (la cordé) 
CD parallèle à AB; qu^on mène les perpendiculaires 




A B 



G B 



CE, DG ; je dis que AE :;= GB. 

XXXVn. Soit un demi-^cercle décrit sur AB 5 que F on 
mène CD d'un point C quelconque {pris sur AB prolongé), 




A g - .B ç 

puis la perpendiculaire D¥j; je dis que Ton aura .' 

AG'ci= CdV t AÇ -h CB) AE, 

-.XXXVIII, U^ peirailélogrfimme AD étant donné de 
positÎQn, fhener diin point donné 1È \de la base BD du 
parallélogramme) la droite EF qui fasse le triangle FCG 
égal au parallélogramme, 

F 
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I" ClVRE DES PORISMES. 




Les dix caA dé la proposition des (|uatre droiteâ. 

PoRiSMi&I. — Lorsque deux droites SA, SB sont cou- 
pées par une troisième en A et B, si l'on prend sur celle-ci 
deux points P, Q situés^ respectivement , du même côté 
des, points A et 3» et un troisième point p( sàue en dehors 

du segment PQ, et détermine 

par fa relation 

PÀ QB' 

p p A Q B gu ensuite on fasse tourner au" 

tour de ce point une transi^ersale qui rencontre les droites 
données SA, SB en a et b^ et qJon mène les droites Pa, 
Qb qui se coupent en m: ce point est situé sur une droite 
donnée de position. 

En effet, le Lemtne I (propositioa 11^7) exprime préci- 
sément que la droite qui' joint le point S au point m est 
parallèle à AB; d'où résulte l'énoncé du Porisme. 

Nota. Les lettres S, A, B, p, P, Q, a, b, m de notre 

figure et la proportion ^ — ^ correspondent aux lettres 

4F AD 
H, G, C. A, F, D, E, B, K et à la proportion ^ = g^ de 

la traduction de Pappus par Comniandin (que nous citons 
toujours, à défaut du texte resté manuscrit). 

Nous ferons observer que le Porisme subsisterait, c'est-à- 
dire cpxe le lieu du point m serait encore une droite parai- 



y 
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ïèle à AB, M les points P,. Q sç trouvaient respectivement 
Je côtés différents de A et B, pourvu qu'alors oii prît sur le 
segment PQ, et non en dehors, le point p satisfaisant tou- 
jours, bien entendji, à lapropprtioa. 

Si nous n'avons pas fait mention de ce cas, qui compléte- 
rai trënoncé dont le Porisme est susceptible, c'est qii'îl n'est 
pas indiqué dans les figures du Lemme de Pappus, qui toutes 
(au nombre de cinq) présentent les points P, Q du même 
côté de A et B respectivement. 

Il e$t<à croire qu EucHde, qui se bornait à répandre dans 
ses Porismes le germe de propositions fécondes, n'a donné 
qu'un des deux cas que comporte le-sujteE,. parce qtte l'autre 
cas nie demandait aucun changement à la démonstration. 

pans-la Géométrie moderfte, il n'y a pas lieu de distin- 
guer les deux cas dont il s'agit ; on les renferme tacitcr 

pP p^ . 

ment dans la seule proportion -^==77= en attribuant des 

pQ QB 

signes aux segments i car il résulte de cette simple conV^n 7 
tion (en supposant la proportion écrite comme on la voit), 
que le point p, qui à défaut des signes aurait toujours deuT<: 
positions, n'en a plus qu'une, savoir : en dehors des points 
P et Q quand les segments PA et QB sont dirigés dans le 
mênicsens, et entre les points Pet Q quand ces segment î> 
sont dirigés en sens contraire. 

On conçoit combien les géomètres grecs ont dû souvent 
être embari assés de difficultés que ce principe des signes fait 
aisparaître d'ans la Géométrie moderne. 

PoRisMC IL -^ On donne deux droites SA, SB et deux 

points P, Q ^ une parallèle quelconque 
à la droite qui joint ces deux points ^ 
, rencontre les deux droites données en ^ 
eth\ on mène les droilqs Pa, Qb qui 
se coupent, en rsi: ce pçint m es^t situé 
' sur une droite donnée de position^ 
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La démonsli alion ae trouve dans le Lemme II (proposii- 
lion 128). Car, d'après ce Lemme, la droite S m rencontre 
la droite AB en un point R déterminé par la proportion 

BA_QP 
ÂR ~" PH' 

et <j.ui par conséquent est fixe. Le point m se trouve- Jonc 
sur une droite SR déterminée de position, c. q. f. d. 

Nota. Le quadrilatère aSbin âg notre figure, et les 
points A, B, Q, P, R, sont dans Pappus DHBK et E, A, C, 

ÀK cr 

G,F^ et la proporti(xn :ci-dessus ^^^5=^ pp* 

PoRiSME III. — Étant donnés deux droites parallèle$ 

AX, BY et trois points /», P, Q 
situés en ligne droite; si autour 
du point p on fait touimer une 
transv^ersal^ qui rencontre lesi 
deux droites en a ef b , et qu^on 
mène les deux Pa, Qb qui se 
coupent en m : ce point m est situé sur une droite donnée 
de position . 

Conséquence du Lemme III (proposition 129). En 
efiet^ qu'on mène par le point m une parallèle aux deux 
droites AX, BY, qui rencontre la droite PQ en R, et la 
transversale pab en c\ on a, diaprés le Lemme III, appli^ 
que aux trois droites mQ, mR, mP coupées par les deux, 
droites p PQ, p ab^ 

p P QP pa • ba 
pR * QR ~" p7 * "i&c' 

Mais,, à.cause des parallèles, le deuxième niembie est égal 
, pA BA ^ 
pK BR 

pP QP ._ pA BA 
pR ' QR "^ ^ * BR' 
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OU 

BR — pP.BA*' 

Ce qui prouve que le point R est indépendant de la direc- 
tion de la transversale p ab. Donc, etc. 

PoRiSME IV. — Étant donnés deux droites SA, SB 
et trois points p, P, Q situés en ligne droite^ si autour 

du premier p on fait tourner Une 
transversale qui rencontre les deux 
droites en dieth\ puis, quon mène 
les droites Pa, Qb qui se rencon^ 
trent en ux: ce point m est situé 
sur une droite donnée de position. 
• Ce Porisme est le cas général de la question des quatre 
droites. Il se conclut immédiatement du Lemme IV (pro- 
position i3o), qui exprime une.des relations à siï segments 
existantes entre les six points de section des côtés et des 
diagonales d^un quadrilatère, tel que aSbm^ par une trans- 
versale. Ici cette relation devient 

QP.Bp.RA=rAB.PR.pQ. 

Pappus l'écrit sous forme d'égalité de deux rapports de rec- 
tangles faits sur les segments, en y introduisant le facteur 

p R, ainsi : * . 

pK.Q P _ p R . BA 
pQ.RP "~ pB AR* 

Le point m se trouve donc toujours sur la droite SR dont 
la position est déterminée par cette égalité, c. q. f. d. 
. Nota. Le quadrilatère aSbm et les points A, B, Q, P, 
p, R sont dans Pappus KGLH, et E, D, B, C, A, F, et la 
relation de segments est 

AF.BC _ AF . DE 
AB . FC "~" AD . EF* 
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Porishs V. — Lorsque deux droites &A, SB «tk rencon- 
trent une troisième en A el B, si Von prend sur celle-ci 
deux points p^ P, tels^ que l'on ait 



PA 



BA' 



qu'autour du point p on fasse tourner une droite qui ren-- 
contre SA, SB, en a, b, et quon mène les deux droites 
Pa, Ab qui se coupent en m: ce point sera sur une droite 
donnée de position. 




En effet, d*après le Lemme V (proposition i3i), les trois 
points jo, S, m sont sur une même droite; c'est-^à-dire que 
le point m est situé sur la droite joS donnée de position. 

c. Q. F. i>* 
PoRiSM£ VI. ■ — Etant données deux droites SA, SB, 

si Ton mène parallèlement à la base AR 
une droite qui les rencontre en a et b ; 
puis^ les deux droites Ab et Ba qui se 
coupent en m ; ce point m est situé sur 
_ une droite donnée de position. 

Ce cas est la conséquence immédiate du 
Lemme VI (proposition iSa) qui exprime que quand les 
côtés d^ un triangle sont coupés par une parallèle à la base, 




( io4 ) 

les droites menées des extrémités de la base aux deux points 
de section de;s côtés, se rencontrent sur la droite menée du 
sommet au milieu de la base. 

Observation, Quelque simple et élémentaire que soit ce 
cas particulier, il n'y a pas de raison de croire qu'il ne figu- 
rait pas dans Touvrage d'EucIide, puisque Pappus a jugé à 
propos de ddnner un Lemm« non moins simple, qui en est 
l'expression évidente. 

De plus, il esta considérer qu'au temps d'Euclide on ne 
regardait pas deu;»: droites parallèles colnme présentant un 
cas particulier de deux droites concourantes en un point, ni 
comme donnant lieu, dans une proposition de Géométrie, 
aux mêmes conséquences que ces dernières. Il fallait tou- 
jours une démonstration spéciale, qui pouvait différer de la 
démonstration du cas des droites concourantes; et c'est ce 
qui a lieu dans ce Porisme. 

Il parait que ce fut I)esargues, qui, vers le premier tiers 
du XVII* siècle, introduisit, à cet égard, dans la Géométrie 
des idées de généralisation si heureuses et si conformés à 
l'esprit des Mathématiques (i) . 

PoRisMÉ Vn. — Deux droites SA, SB sont données, et 
Sur une transversale AB on prend de^x points p, JP^ tels, 

que l'on ait 

pA = pV.pB] 

si autour du point p on fait tour-- 
lier une droite qui rencontre SA, 
SB e/i a e^ b; puis y quon mène les 

deux droites Pa, Ab qui se coupent en m : ce point m. sera 

situé sur une droite donnée de pjosition . 

Ce Porisme est la conséquence immédiate du Lemme VII 




(i) V. Traité des propriétés proj actives des figures, de M. Poncclet, p, 3&cl 

'39, — Aperçu historique, p. 7^- ^ - 
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{prqposhî.on i33)^ d'après lequel la droite ^^m est parallèle 
à la base AB. 

Nota. Les lettres S, A, B, P, p, a, &, m de la présente 
.figure sont F, A^ D, C, B, E, H et G dans Pappus, ^ 
" Observation. En â'appuyajiit sur la récîproqtte de ce 
Lemme VII, on en conclnrait Je Porisme suivant ; 

Étant données deux droites ^A, SB, et sur la droite 

A'B Mn point P, on mène à AB, des 
parallèles dont chacune rencontre ^ 
SA, SB en a e/.b; puis y on joint les 
points A et b, P cf a, par des droites 
qui se coupent en m : ce point, est situé 
sur une droite donnée de position. 
En efïet, d'après la réciproque du Lemme, la droite S m 
rencontre la base AB en un point fixe R que détermine 
la l*èlation * 




RA = RB . RP. 

PoHiSME yjll. — Quand deux droites SA, SB, sont 
données j ainsi que deux points p, Q ; si autour du point p 
on fait tourner une transs^ersale qui rencontre tes- deux 

droites en deux points a, b 5 que 
par le premier on mène une pa- 
rallèle àP à la droite pQ, et par 
le deuxième la droite bQ qui 
coupe la parallèle e/i m : ce point 
m est situé sur une droite donnée 
de position . 

Soit R le point d'intersection des droites S m et AB^^ et 
c celui de a P et SB: on a, par les triangles semblables, 

AR am pQ 

ÂB "~" «7' pB " 

AR^Qp 
AB Bp 




a m 
ac 



Donc 
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Aipsi la droite S m passe toujours par ûu même point R 
déterminé par cette proportion; et le point m se trouve 
si^r une. droite donnée déposition. c.q. f. d. 

Autrement. La démonstration du Porisme se peut encore 
conclure de la réciproque du I'^'' Lemnie de PappUs ; la pro- 
portion qui vient d^étre démontrée ré$ulte du parallélisme 
des lignçs pQ et can^ d'après cette réciproque. 

Nota. Le quadrilatère aSbm et les points A, B, Q, /9, R 
% .sont indiqués dans Pappus, KEBH et F, A, C, D, G; et la 
proportion est 

Aï _Ap 
. FG "" DC' 

Elle répond^ lettre pour lettre, a la précédente renversée 

BA _ B£ 
ÂR "~ Qp* 

PonisME IX. — Étant donnés deux droites SA, SB et 
trois points p, P, Q situés sur une troisième droite paraU 
lèle à Vune des premières SB^ autour du point p on fait 

tourner une droite qui rencontre SA, 
SB en a et b ; par ces points on mène 
les droites aP, bQ qui se coupent en 
un point m : ce point est sur une 
droite donnée de position. 
En effet, menons la droite Sm qui rencontre PQ en R* 
On a dans le triangle ASR coupé par la droite Pi/ia, 

PA mH aS 
PR //îS oA 

Oïr, en vertu des triangles semblables, 

/iiR_QR aS_S_b 

mS S^ aA Ap 

Inéquation précédente devient donc 

PA QR SA __ 
PR' s* Ap "~ *' 
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Ainsi le point R est donhé, c'est-À-dire que sa position 
est fixée par les conditions seules de renoncé : ce qui dé-^ 
montre le Porisme. 

Observation. Le théorème cité sur le triangle coupé par 
une transversale, était bien connu des Anciens. On le trouve, 
coicame on sait, dans les Sphériques de Ménélaus et dans 
VAlmageste de Ptolémée. Pappus le déoaontre dans son 
Vin^ Livre (i)', il s'en sert pour la démonstration du 
\" Lemme. sur les Porismes \ et, de plus, dans le cours de 
celle du lY"^ Lemme, il établit la réciproque, en faisant 
voir que si trois points pria sur les côtés d'un triangle 
satisfont à la relation de segments qui constitue le théo- 
rème en question, ces trois points sont en ligne droite (a), 
n y a lieu de penser qû'Euclide lui-même faisait usage du 
théorème , et que c'est par cc^tte raisoa que Pappui ne 
fait pas difficulté de l'employer dans ses Lemmes sanà le 
démontrer. 

PoaisHE X. -^ Étant donnés deux droites parallèles 
AX, ^ BY^ et trois points p , P , Q situés sur une même 
droite parallèle aujç premièi^s, autour du point p on fait 

tourner une droite qui rencontre AX^ BY 
enB€th\ par ces points on mène les deux 
droites aP, bQ gui se coupent en m : Je 
lieu de ce point est une droite donnée de 
P Q ^ position. 
En eifet, on a dans le triangle pbQ^ coupé par la droite 

P/«a 

mh ^^ nb Po 

, [i) Aperçu historique f p. 291. 

(q) m. Breton (de Ghamp) a fait eelte remarque; V. Journal de Mathéma" 
titfues de M. Liouville, t. \X, unn. i855, p. 220 et aa^. 
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Le deuxième membre de celte égalité est coustanl. Doue 
le rapport de mb à m Q est constant. Donc le point m est 
sur une droite parallèle à BY, et déterminée. nde position. 

C. Q. F. D. 

Observation& relatives aux dix Porismes précédents. 

Tels nous paraissent être, parmi les cas très -multipliés 
de la question des quatre droites , les dix cas qui se sont 
trouvés dans les Porismes d'Euclide* Les sept premiers se 
concluent si naturellement des sept premiei^s Lemmes de 
Pappus, que nous avons dû voir dans ce fait une raison 
décisive pour fixer notre choix et adopter l'ordre dans 
lequel nous les avons placés^ d'autant plus que les Lèm- 
mes qui viennent ensuite donnent lieu, dans Tordre même 
de Pappus, à des Porismes qui appartiennent au^ genres 
qu'il a décrits subséqi^mment , comme nous l'avons déjà 
' dit (§X, u). 

Mais il ne suffisait pas, selon nous, d'avoir rétabli d'une 
manière très-probable ces dix Porismes. Pourquoi Euclîde 
avait-^il choisi ces propositions seules? Pourquoi avait-^il 
exclu les autres? C'est ce qu'il fallait examiner. Cette étude 
sur la petisée et l'œuvre d'Euclide n'était pas sans intérêt. 
Voici les considérations auxquelles elle nous a conduit. 

On remarque qu'il existe, dans toutes les figurés des pro- 
positions dont il s'agit, d'une part, un quadrilatère Samb 
(sauf le nombre relativement petit des cas où les deux droi- 
tes données SA, SB^ sont parallèles, ce dont nous parlerons 
plus tard); et d'autre part, trois points p, P, Q situés tou- 
jours en. ligne droite, et que, pour abréger, nous appelle- 
rons pôles. La diversité des Porismes auxquels donne lieu 
la question doit donc provenir des différentes positions que 
la droite des pôles peut prendre par rapport au quadrila- 
tère. 
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Euclide parait s'être prpposé de préseuler, Outre' le, caâ 
général, Crois classes de cas par4^iculier5.bîen distingués pat; 
les positions de cette droite. Premièrement, la droite des 
pôles est parallèle aux côtés et aux diagonales du quadrila-* 
tère Samb\ secondement, cette droite passe par un ou par 
deux des trois points de concours soit des côtés opposés, 
soit des diagonales du quadrilatère^ et troisièmement^ ces 
deux conditions sont simultanées, c'est-à-dire que la droites 
des pôles passe par un ou par deux de ces trois points de 
concours, et est en même temps parallèle à un côté ou à 
une diagonale. 

Ajoutons que dans l'énuméralion des cas auxquels don^^ 
nentlieu ces trois hypothèses, T auteur des Porismes a écarté 
tous ceux dont la démonstration serait la même que celle 
d'un cas déj» donné. 

Ce sont,, je ne puis en douter, ces motifs qui ont dirigé 
Euclide dans le choix de ses dix Porismes. 

En effet, le cas général est le Porisme IV qui repose sur 
la relation générale à six segments entre les six points 
de section des côtés et des deux diagonales du quadrila- 
tère par la ligne des pôles. / 

Dans le Porisme I, la diagonale Sm, c'esl-à-dire la droite 
lieu du point /r/, se trouve parallèle à la ligne. des pôles. Pour 
que cela arrivé, il faut qu'il y ait entre les trois pôles une 
certaine relation qui fait le sujet du Lemme I. 

Dans le Porisnie H, la droite des pôles est parallèle à 
Tautre diagonale ai du quadrilatère^ ou, ce qui revient.au 
même, le point p est à Tinfîni. 

Dans le Porisme VUI, la droite des pôles est parallèle au 
côté am du quadrilatère, auquel cas le point P est à Tinfini. 

Dans le Porisme IX, la droite des pôles est parallèle à la 
droite SB. 

Tels sont les quatre cas auxquels donne lieu la. première 
des positions caractérisées ci-dessus, c'est-à-dire le parallé- 
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lisme de la droite des pôles avec l'un des côtés ou l'une des 
diagonales du quadrilatère. 

Trois Porismes se rapportent aux deuic autres positions 
indiquées. 

Dans le Porisme Y, la droite des pôles contient à la fois 
le point de concours des deux diagonales Sm, ab et eelui 
des deux côtés Sa, bm\ il en résulte que la droite lieu du 
poiot m^ passe par le point /^, en même temps que le point 
Q coïncide avec le point A. 

Dans le Porisme \I, là droite des pôles passe par les points 

de concours des côtés opposés du quadrilatère S'amb , et 

' est, en même temps, parallèle à la diagonale ab ; en d'autres 

termes, les pôles Q .et P coïncident, respectivement, avec 

les points A et B, et le point jb est à l'infini . 

Dans le Porisme Vil, enfin, la droite des pôles passe par 
le point de concours des côtés Sa, bm (de. sorte que Q 
coïncide avec A), et elle est parallèle à la diagonale Sm. 

Ces huit Porismes dérivent, comme on le voit, de la con- 
sidération du quadrilatère Sami. Les Porismes III etX, qui 
comjJètent le notnbre des dix cas annoncés par Pappus, se 
rapportent aux cas dans lesquels le quadrilatère cesse d'exis- 
ter paixîe que les deux droites SA, SB sont parallèles. C'est 
ce que nous pouvons exprimer simplement aujourd'hui en 
disant que le sommet S du quadrilatère se trouve à l'infini. 

Revenons au quadrilatère pour rechercher les cas omis 
par Euclide. Ce sont tous ceux qui résultent des positions 
suivantes de la droite des ^ôles : i** quand cette ligne passe 
simplement par un seul des trois points de concours des 
côtés opposés ou cLes diagonales du quadrilatère, sans qu'on 
Ta^sujettisse à être parallèle à aucun côté ; 7? quand elle 
passe par les deux points de concours des côtés opposés, sans 
condition de parallélisme^ 3^ lorsqu'enfin elle passe par le 
sommet S du quadrilatère, avec bu sans condition de pa- 
rallélisme. 
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Telles sont les trois espèces de positions omises par Eti- 
clide. Yoici les raisons de cette omission. 
. Pour la première espèce, la démonstration est absolument 
la même que pourle cas générai (Porisme IV) ; car Téquation 
à six segments sur laquelle repose la démonsti^ation, subsiste 
entre les six mêmes segments, quand la transversale qui 
coupe lé quadrilatère passe par un point de coocoùrs, soit 
de deux côtés opposés, soit des deux diagonales. Aussi 
voyons-nous que Pappns a tx>mpris ce cas particulier dans 
son Lemme IV, en le représentant par une des huit figures 
auxquelles la démonstration s'applique. 

Dans la deuxième espèce li^ démonstration subsiste encore; 
seulement la relation à six segments se réduit à quatre, parce 
que deux segments deviennent égàiix ( sans être infinis) . 

Enfin, si Euclide n'a pas considéré les positions qui 
feraient passer la droite des pèles par le sommet S du qua- 
drilatère, c'»t que les Porismes qui peuvent en résulter ne 
seraient, à Tégard du point js, que des «as particuliers dHin 
Pôrisme général qui devait se trouver plus loin; car il est 
indiqué, d'une manière non douteuse, par les Lemmes XII 
et Xm de Pappus. Dans ce Porismé les données sont les 
mêmes quant aux deux droites SA, SB et aux pôles P, Q 
pris en ligne droite avec le point S : mais le point p, au 
lieu de se trouver nécessairement sur cette droite, a une 
position quelconque, qui peut être sur la droite comme an 
dehors (i). Et puisque Euetide a omis, ainsi que nous l'a- 
vons dit, les Porismes dont la démonstration n'aurait été 
que la répétition de celle d'mn cas plus général, nous devons 
penser que c'est par la même raison qu'il a passé sous si- 
lence les cas de la proposition âts- quatre droites dont il 
s'agit. 

On reconnaitrl que ces omissions et les motifs qui nous 

■I . I > p ■ I ■■ ■ I 1» I I ■ ■ ■ 1 I III I ■ ■ I I ■ ■ 

(jj) Voir, ci «près, le Pocisme XXV. 



( i.a ) 

Paraissent les juslifier, se pouvaient prévoir d'après certains 
passages de Pappus, notamment celui dans lequel il dit 
qu^Euclide ne donne j amais qu^une démonstration des choses 
que renferme son ouvrage ; ce qui veut dire qu'Euclide ne 
donne jamais deux fois la même démonstration. Gar c^est 
dans ce sens que nous devons entendre ce passage : « Bien 
» que chacune de ces propositions soit susceptible d'un cer- 
rt tain nombre de démonstrations, comme nous le faisons 
)) voir, Euclide n^en donne qu''uney qui est toujours la plus 
)) claire. » 

Pappus dit, « comme nous le faisons voir », parce que 
dans plusieurs Lemmes il donne les figures qui se rappor- 
tent à des cas d'une même proposition dont les différences^ 
ne dépendent que des positions relatives des diverses par-' 
lies de la figure. C'est ce qu^ Euclide ne faisait pas. 

Il est à croire que les propositions qtie ces <( géomètre» 
peu expérimentés », dont parle Pappus, ont ajoutées à celles 
d'EucJide, étaient du nombre de ces cas particuliers omis 
à dessein, par Fauteur des Porismes, comme susceptibles de 
lam'i^me démonstration qu'une proposition déjà démontrée. 

A ce sujet^ nous ajouterons que, si, conformément au 
langage et aux doctrities de là Géométrie moderne, nous 
avons parlé des dix Porîsmes des quatre droites comme dé 
dix cas d'une même proposition, ce n'est pas a^nsi qu'Eu- 
clide et Pappus les considéraient. Dans plusieurs de ces 
propo$i lions des points disparaissaient en passant à Vin^ 
fini, ce qui constituait 7 au temps d'Euclide, des proposi- 
tions distincte», et toutes, par suite, demandaient une 
démonstration différente : c'est ce qu'on peut remarquer 
dans les Lemmes de Pappus. Aussi cet auteur en annonçant 
qu'il a reconnu que ces dix Porismes peuvent être renfermés 
dans un seul énoncé, ne dit pas que ce sont dix cas d'une 
même proposition, mais bien dix Porismes analogues entre 
eux, ou de même espèce. Et, en effet, pour les renfermer 
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ainsi dans un çeul énoncé, il a dû réunir deux hypothèses 
différeptes, Tune où figurent trois peints, et celle où il n'y 
en a plus que deux et une condition.de parallélisme. 

Notre restitution des dix Porismes d'Euclide diffère à 
beaucoup d'égards de celle de Simson. La cause principale 
du désaccord nous parait provenir de ce que 'ce géomètre, 
dans son travail» n'a pas pris pour base les Lemmes de 
Pappus, et par conséquent n'a pas cherché à faire choix 
des propositions qui se pouvaient conclure naturellement 
de ces Lemmes. Aussi ne s'est-tl servi des Lemmes que 
pour la démonstration dé trois de ses dix propositions, et 
mêmC) pour ainsi dire, incidemment, et sans qu'il y eût 
une connexion marquée entre, les Lemmes et les proposi- 
tions. 

Cinq seulement des dix propositions de Simson se retrou- 
vent parmi les nôtres ; ce sont : les a*, 4*^» 5*, 9* et 10* : elles 
coïncident avec nos 8*^, 10^, 9^, 3^ et 4"* Mais le plus sou- 
vent, dans ces propositions identiques, les démonstrations 
sont difierentes de part et d'autre. 

Parmi les cinq autres propositions du géomètre anglais, 
il s'en trouve une, la 3', que nous croyons n'avoir pas pu 
faire partie de la.proposition des qusttre droites. C'est le cas 
dans lequel l'une des deux droites données SA, SB est située 
à l'infini. Car si les Anciens ne regardaient pas en point 
situé à l'infini, comme un cas particidier d'un point consi- 
déréld'abord à distance finie^ainsi que nous l'avons dit pré* 
cédemment, on conçoit qu'à plus forte raison ils n'ont point 
dû regarder l'infini comme une droite, ni même comme 
donnant lieu à des. propriétés analogues aux propriétés des 
droites. 

Mais si la proposition de Simson n'a pu se trouver parmi. 
les cas de la proposition des quatre droites, néanmoins elle 
constitue, sous un énoiicé différent, un Porismequi certai- 
nement n'a point échappé à EucHde. Nous le croyons d'au- 

8 
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tant pliiisj ^ue ce Pomsine^ qui» forme n&im XXUP ci- 
après, esm une eoBâéquèiice natoptlle dn Leianne XI de 
Pappus. c 

I*'' des Genres distingués par Pappus. 

VmkiSHB XL — Si de deux, pmnts. donnés F. Q on 
• mène deux dftyhes PM, QM se campant sttr une droite tJA 
donnée de posiûùn, d^ont l'àne IPM intercepte sat ime • 

droite donnée de pmiticn 
AX, un segment A m cowp*^ 
tè àpartirtfnn point don né 
A : cm pourra trckiç^er une 
aufhè droite A^X' et swectfe 
droite un point A', tels, que 
le segment M rsi fait par la. 
droite (^9A sur A'X^ sein nu segment A m danf ctne raison 
donfêée X. . 

Puisqu'on doit avoir y7--7.= )., les deux draitea AX, 

A'X' seront Ahméet est parties pfcip(»0lion nielle» par les 
xleux points, m, m^; et deux points de division h^mologu^ 
seront àrinfio». U s'ensuit (|ue fe»de«t^ droites AX, A.'%! 
soni) parallèles aa-x droites mené«9 des deen? poiînt» P, Q^ à 
lui certiiin point de la droite LM^ Menant donc Pv* pâ" 
raUèle à AX, puis'Qc, la droite cherrhée A' X'^ ^erà paral- 
lèle à Qc. ^ . 

Ensuite, les deux points A et A' seront deuâf pôin^iis ho«- 
noifi^es' dans les. deux division» ioTtêiéeè parles points 
/», m', Pa(r con^qtMot ks droîftts PA, QA' seeYoisent !9ar 
la droite LM. Menant dionc PA qui rencontre LlVt en â, 
puia la droite Qa, le point A' sera sur celle <!toit«e. 

Enfin, on doit avoir --, — :.:^ /. Or les points G elG^où la 
. A m' ^ 

droite AX ei la droite chercliée A'X' rencontrent la base 
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PQ softt àevhc points homologues darisles deux dîvisioiis de 

ces droites ; donc -77^ = i. Ce cpii détermine A'G' en 

grandeur. 

U suffît dànft lors d'ins<3rire danà Ysa^e de» iémx dpéktts 

PQ et Qrf utte drftte parallèle â Qc et égale à —- Celte 

droite satisfera a la- question. , 

En effet, considérant les quatre droites FE, Pcf^ PM, P«#^ 
coupées parles drpites LM et âG) on a, par le CoroUaîreflI 
des Lemmes III et XI (i), 

_______ _^ ^^^ é _^^_ 

AG ~"«E/ cE" 

On a de mén>e^ à Tégard des quatre dfoites issues du 

point Qî 

A'/tr' _aM ^cM 
A'G'"^tfE*cE' 
Ainsi 



Am A' m' 

AG"""Â^ 



Am AG ^ 



Le Pôridme e*t doAc démontré. 

Ce Porïsiae drété rétabli par Sîtfïteôn 61 forme la i3^ pro- 
position dtt Traité De PoHsntatihus (p. 400). 

PemsMl» XII. — De chatfae point M d'une droite ILM 

dafinée Je position , on abaisse 
une oblique Mm sou^ un àtégle 
dùfitié, sur une droite donnée de 
position AX, sur laquelle le point 
A est donné y et du même point M 
on fnène urté droite à un point 
fixe Q : une raison \ étant don- 
née, on pourra déterminer une 




{{) Voir cî-dessHS, p. S^. 
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droiêe A'ii! et sar cette droite le point A\ de manière que 
le segment h! m' fait par la droite MQ. lur A'X', sera 
au segment A m dans la raison i. 

Qae par le point A on mène la droite A a parallèle aux 
oliliqaes abaissées sot* AX, et par le point a où cette droite 
rencontre LM9 la droite aQ. Le poii#A' sera situé sur 
cette droite. Que, par le point Q on mène la droite QG' 
parallèle «aux oblicpies, qui rencontre AX en G, et que 
dans Tangle aQG' on inscrive la droite A' G' parallèle à 
LM et égale à ^. AG. Cette droite et son point A' situé sur 
a(^ satisferont à la question. 

En effet, on a, par les triangles semblables, 

km aVi K! m' a^ 

Donc 

Km . A! m' ,, , A' m' A'G' . 
A(j A' G A/« AG 

Donc, etc 

PoBisteE XIII. — Si Von fait tourner un angle mOm' 
autour de son sommet y et que ses' côtés rencontrent y res- 
pjGctiuemeni, deux droites AX, A'X' en deux points m, m'; 
la première droite et le point A étant donnés, ainsi qu une 

raison X : on pourra déterminer de 
'^^^' position la deuxième droite A'X' et 
sur cette droite le point A\ de ma* 
y nière que les deux segments À' m' et 
A m soient toujours entre eux dans la 
raison X. 

Qu*on fasse passer par le point A ie premier côté de 
Tangle, et soit OA'la direction du second côté; le point de- 
mandé A' sera sur cette droite. Oa et Oa' étant les direc- 
tions des deux côtés de T angle dans une de ses positions, que 
Ton inscrive dans Fangle K!Oa' une droite Ma* parallèle au 
«ecoîid côté de Tangie considéré dans sa position lOJ' où son 
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premier côté est parallèles la droite AX, et que cette droite 
A' a* soit égale à ^.Âa. Cette droite et le point A' satisfe- 
ront à la question. 

En effet, les deux triangles AOm et A!Om! sont seip- 
blables; et de même les deux AOa, A'Oa'. Par conséquent 



A M A' m' 



Aa 



A' a' 



ou 



A'm' A'a 



f ^f 



Am 



Aa 



Donc, etc. 



ir Genre. 




Tel poiut est situé sur une droite donnée djB position. 

PôRisME XIV. — Quand dans un triangle on mène 

des parallèles à la base, et quon prend 
sur chacune d 'elles le point m qui tes di- 
vise dans un rapport donné i, ces points 
m sont sur une droite donnée de position. 
Soit ah une xles parallèles à la base A6 
du triangle ACB; on prend le point m tel, 

qu on ait — ^r = ^» Qu'on mène la droite Cm qui rencontre 

A6 en R ^ on a 

AR_mi^^ 1 
RB am 

Ainsi le point R est fixe, et par conséquent la droite Cm 
est déterminée de position. Ce qui démontre le Porisme. 

PoRiSME XV. — Quand un triangle abc a ses deux' 

sommets a, b sur deux droites SA, SB 
données de position, si l'on construit 
un autre triangle atVii ayant ses côtéS' 
parallèles à ceux du triangle abc,, et 
ses deuçc sommets a\ b^ sur les dùux 
droites SA, SB, le troisième sommet c 
sera sur une droite donnée dépositions 
En effet, qu'on mène la droite, ce', et 




^oit fi h ppi?^f PU lelle ce^pKjotcp M droite 84; W d^ux tri- 
angles sqp^ ^dd $pr^t s^mblable^; par conséquent, Qn a 



JC . âC 



Oïl a, ^neillement, en appdant 5, 1-e point où la dt^té 
ce' renponlrp SB^ , 

fiiC bc 



Mais 77-7 = -T-r Donc 



.V, c' h 



I ^r 



b'c' 



a. c 



d'où 



se ^, c 

se' Sx cf 



/./t^ — ^^' ' *^ — '^1 ^* 



Çff^ui prouve qap Jej» d^wx points i^, ^i » «n fpnl qji'un , qui 
i)^ })^u^âU^ qftç 1« poi^t $, in^çpsiçpïiQfi dç« deux «Iroîi^s SA, 
^8- Aîpsi Iç $0|Q9ff^t d d» cjiftqiie ^au¥eau triangle alb'd 
a§|. situé wr 1? droite $<? qui est doiipée de position. Ce qui 
démontre le Porî^me. 

Corollaire. On conclut de là que : Quand deux triant 
gles semblables ont leurs côtés parallèles deux à deux, lés 
trois droites qui joignent^ deux à deux^ les sommets homo- 
logues, concourent en un même point. 

PemiâkE XVI, r^ Étant donnés deux droites SA, SB 
et qmtre pf^U P, Q, jD ^/ U situés sur une autre droite, 
on f<2it lo^rn^r autonr du point p hh^ droite qui rm^QHtre 

SA, SB 0fi a ef b; et Von mène 
les deux droites Pa, Qb qui se 
coupent en un point ip; la droite 
qui passe pçr cç pçint et par le 
quatrième point dqnné U ren- 
centre ta aro4ie tournante p ab 
en lin point n : le lieu de ce point est une droite donnée de 
position. 



« ; 
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jCeltê 'prop06Îtioir esc upexîonséqtteiïce-de celletles qua- 
tre droîies exprimée d'une manière générale par le Bo- 
risme IV. En effet, d'une part, d'après ce Porîsrae, le point 
tu décrîi «né droite SR*, et d'autre part, si l'on considère 
les deax droites &Â, SR c©«p^s e«^ ett/i par une transver- 
sale P ma, et les deux droites pa^ Um tournant autour des 
dens poiatfs p et U«t se coapanten un point n, ce point, 
d'après le même Porisme IV, est sur une droite fixe passant 
par le point S. Ce qui démontre le Porisme énoncé. 

PomsJCE X^ H. — Étant donnés deux droites SA, SB 
et UH point P, on tnèn^ des drokes ab, parallèles entre 

eileSy dans une direction. donnée , dont 

< càacitne rencontre SA cf SB en deux 

« points a ef b; puis^ on mène par le 

point a la droite aP, et par le point 

h une parallèle é SP, laquelle reneon^ 

tre aP enun point m : ce point est si*- 

tué sur une droite donnée de poskion. 

Qu'on mène par le point P une parallèle aux droites ab^ 

qui rencontrera SB en uq poânt D^ et par le point D la droite 

DM parallèle à SA, c'est sur cette droite DM que se trouve 

le point m. . 

Ce Porisme n'est autre que le Lemme VUI (proposition 
1^54); car ce Lemme établît que la droite Dm qui joint les^ 
points m etî), déterminés comme il vient d'être dit, est pa- 
rallèle à SA. 
Donc, etc. 

Nota, Les lettres D, P, S, a, è, m de notre figure cor*- 
respondent aux lettres F, B, C, G, E, D de Pàppws. 

PoKiSMfi XVm. — Étant donnés trois droites S A,. SB 

ft>^c ^^SC issues d*Hn même point S, «^ deux 
points A, B sur les deux premières ^ par 
ces points on mène deux droites paral- 
lèles A a, Bb, qui rencontrent la droite 
® se ew a et b ; et par ces dc^miers points^ 
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des paraBèles aux deux droites SB, SA^ respectivement : 
le point d'intersection m de ces parallèles est situé sur une 
droite donnée de position. 

CePorisme se conclut du Lemme VIII; car la réciproque 
de ce Lemme fait voir que le point m est situé sur la droite 
AB. 

Nota. Les lettres A, S» B, a, m, b de notre figure sont 
dans Pappus F, B, C, D, E, G. 

PoRiSME XIX. — Étant donnés un triangle ASBetun 
point p, on mène par ce point une droite qui rencontre 

8 SA en a et AB en P ; pa;r le point 

a une parallèle à AB, qui rencon- 
tre SB en h'^ par le point b la 
droite bP ; e£ enfin par le sommet 
' ^ ^ " " & du triangle la droite Sm qui ren" 

contre la base AB en un point M déterminé par la propor- 
tion suivante^ dans laquelle C est le point ou la droite S/9 
rencontre AB, . 

PA _ PB 
PC""PM' 

les deux droites hV et SM se coupent en un point m situé 
sur une droite donnée de position» 

En effet, d'après le Lemme IX (proposition i35), cette 
droite est la parallèle à AB, menée par le point p. 

PoEiSME XX. — Etant donnés trois droites SA, SB, 
se issues d'un même point S, et un point P, on mène des 

droites parallèles entre elleSy dans une 

direction donnée, chacune desquelles 

rencontre les deux droites SA, SB en a et 

b^ on joint ces points au point P par les 

droites Pa, Pb dont la première rencon- 

p M B tre se en c, et par ce point on mène à 

ab, une parallèle qui coupe Pb e/i m : ce point est sur une 

droite donnée de position. 
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Ce Porisme est une seconde interprétation duLemmelX; 
car si Ton mène la droite Sm, et par le point P une pa- 
rallèle aux droites a&, laquelle rencontre les quatre droites 
issues du point S, en A, B, C et M, on a, d'après le Lemme, 

Tégalité 

PA.PM = PC.PB. 

Ce qui prouve que la droite S m est déterminée de position. 
Donc, etc. 

Remarque. Cette équation, comme nous l'avons dit 
dans r analyse des Lemmes de Pappus (ci-dessus, p. 78 )t 
exprime que les deux couples de points A, M et B, C et le 
point P forment une involution dans laquelle le point P est 
le point central, ou, en d^autres termes, -dans laquelle le 
conjugué du point P est à Tinfini (1). 

PoaisME XXI. — Si on déforme un quadrilatère en fai- 
sant tourner ses quatre côtes autour des deux points de 
concours des côtés opposés^ de manière que trois sommets 
du quadrilatère glissent sur trois droites fixes concourant 
en un même point, le quatrième sommet décrit une droite 
donnée de position, 

. Ce Pbrisme est une généralisation du précédent, 

dont il fait bien comprendre le 
sens. La démonstration résulte du 
Lemme lU. 

Le quadrilatère est abmc\ les 
points de concours des côtés opposés 
sont P et Q ; les trois sommets a^ b^ c 
glissent sur les trois droites SA, SB, 
se. La droite SQ rencontre les côtés 
ac, bm en q ci q\ Les trois droites 
issues du point Q, Qmc, Q&a, Qq'q 
coupées par les deux Pa, Vb don- 




fi) Géom, sup.f fi. tJg. 
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ï^ua d'MMtès le Lemme Ui, 



■ , • 2-l .T— . * f . . . 

yfl H/^ ^'A 



ra 



l>onc 



De même, les trois droites SA, SC. SQ coupées p^r les de«t% 
P«, PA, donnent 

f P ^ ^P _ C-P ^ QP 

ra * ^fl CA * QA 

et les trois droites SM, SB, SQ coupées par les deux Pfc, 
PB. 

//iP , /P^^MP. QP 

CP , QP _ MP . QP 
CA'QÂ'^îiÏB'QB* 

itP_ CP.'QA 

mb~"ca.qb' 

Ce qui prouve que le point M est fixe, et par cQUséqoeat 
que le point m se trouve sur une droile SM déterminée de 
position. G* Q. F. D. 

PoRjSME XXn. — Etant donnés un triangle SAB et une 
raison X, si autour d'un point p pris sur la base AB du 
triangle on Jait tourner une transversale qui rencontre les 
deux côtés SA, SB en a et J>, et qiCon prenne sur cette 

droite le point m déterminé par la 
" relation 



ou 




pï * mh 



le point m sera sur une droite don- 
née de position. 
Cela résulte du Lemme X (proposition i36). Car si Fou- 
prend sur la base du triangle Je point C déterminé par l'é- 
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p/f.mô pA-GB 

p/f.m0 "^ p3 CA' 

Or, d'après le Leimne, <|uarid cette égalité a lieu, la droite 
Cm passe par le point de concours des deux Afl, Ai,x'est- 
à-dîpe par le point S. Donc , etc. 

PoRisME XXTn. — Etant donnés une dt^oùeSAet trois 

points p, P, Q en ligne droite, si 
autour des deux f et P on fait 
tourner deuy: droites se coupant 
sur la droite SAj et qu^ par le 
point Q on mène à la pr^iniière 
pa une parallèle qui rencontrera 
la deuxième Pa c/j un point m : ce point sera sur une 
droite donnée de position. 

Cçtte proposUipQ se démontre sur-le-champ au moyen du 
I^emme XI (proposîtioyi iSy). En effet^ que Ton mène la 
droite mR parallèle à la droite donnée SA 9 on aura d'après 
le Lemme, en considérant les trois droites ttiP, mO^ mR 
CQupéés paj- Içs transversales pP et p a, 

PR'PQ al AR' 
Donc 

AR _pQ 
,Pa""PQ' 

Donc le point R est fixe ; et par suite, le lieu -du point m 
eH la 'droî'te fiit« RI pavalièle à SA. c. q. p. d. 

Obse/vation, C'est ce Porisme qu'ott peut regarder, dans 
là OeofQétrie moderne, ainsi que nous Ta von s dit ci-dessus 
(p.ii3)>, i^mme un ras partlQulier de la proposition gé- 
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nerale des quatre droites, celui où Tune des droites dpnnées 
SA, $B sur lesquelles se coupent les droites tournantes est 
à Tinfini. 

. PoRisME XXIV. — Étant donnés un angle ASB et deux 
points P, Q en ligne droite auec le sommet S •, si autour 

if un autre point donné p on fait tour- 
ner une droite qui rencontre les deux 
côtés de V angle en a et b, et çu*on 
mène les deux droites Pay Qb qui se 
coupent en un point m : ce point sera 
situé sur une droite donnée de posi^ 
tion. 

Qu'on mène des droites du point p aux deux points P, Q: 
elles rencontrent les deux côtés de l'angle SB, SA, respecti- 
vement en C et D; c'est sur la droite CD que se trouve tou- 
jours le point m. 

Cela ressort immédiatement des Lemmes XII et XŒ 
(propositions i38 et 189, où le point £ représente le point 
p de la figure actuelle); du Lemme XII quand la trans- 
versale menée par le point p est parallèle à la base PSQ; 
et du Lemme Xm quand cette droite a une direction quel- 
conque. 

Corollaire I. Considérons trois transversales pa&; po!h\ 
pa"b" menées par le point jD. On a, d'après le Lemme m, 
Téquation 

Sa a"a Sh b" b Sa.a'a' Sb.b"b' 

• —^— -^ - . ' • ' — 1— fin • "— . 

Sa^'a^a' S6' * è"6" Sa\ a'^a"^ Sb'.b" b 

Et réciproquement, d'après le Lemme X, quand cette 
équation a lieu, les trois droites ab^ a!h\ a!'V' concourent 
toujours ea un même point. On conclut donc, du Porisme 
précédent, ce théorème : 

Etant pris sur deux droites SA, SB -deux systèmes 
de trois points a, a', a" et b, b'; b", ayant entre eux la 






SI de deux points P, Q, en ligne 

droite avec le point S, on mène 

les droites Pa, Qb qui se con~ 

penien m; Pa', QV^uisecou- 

pent en m', et Pa", Qb" tjui se 

coupent en m* : ces trois points 

m, m', m" seront en ligne droite. 

Corollaire II. Si l'on conç'ùt uae*droiie S* B* parallèle 

à SB, qui renconlre les droites QS, Qè, Qi', Qft", en S', 

c, (/, r", lei se{(meDis$&, y'b',... sont proportionnels ihS'c, 

c**/,...; de sorte qn'on a l'équation 




De là re théorème, qui présente, dans l'hypothèse, quel^- 
que chose de plus général que le précédent énoncé : 

Étant pris sur deux droites deux systèmes de quatre 
points S, a, a', a" et S*, r, r*, c" entre lesquels a lieu l'é- 
quation 

Sa'. a" a ~ SVTZÏ' 

si de deux points P, Q pris arbitrairement sur la droite 
S S' on mène les droites Pa, Pa', Pa" et Qc, Q»/, Q<f 
les piemîères rencontreront, respectivement, les secondes 
en trois points m, m', m" situés en ligne droite. 

Corollaire III. Les droites Qè, Q^, QA", dans le Co- 
rollaire], rencootrentla droite SA en trois poinls r/, d',d". 
On a parle Lemme m, entre ces points«t l>, l/, b", 



Sb.b"b' 
f.b'.b''b' 



sa d'à 
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L'équation du Corollaire I devient donc 

Où en Con<îltit que : , 

Si /'<m prmâ sur une droite SA, deux systeMes de trois 
iintSAj dl; êl'yetij d\ d!\ entre lesquels ait lieu Véqua- 



points 
tien . 

' ^a.a"a'' __ Sd.d"d' 
Sa'.a''a^SdràF^ 



( 



on 



a" a 



%d d^'d 



ou, a a \ 

zrz ' — — :. — >^^— \ : 
hd' d"d')\ 




puis y que de deux points quel- 
conque^ P, Q ^n ligne droite 
ui^ec le point $\ on mène tes 
droites Pa', Pa<, Pa^ et Qd, 
QA\ Qâf^ 1 les trois premières 
de 'ces droites rencontrent, 
respect ii^êmentj lestroi^ aU' 
très en trois points situés en- 
ligne droite, 

^ PoRTSME XXV. — jéutour de deux points fioces A, B 
on fait tourner deux droites dont le point de concours M 

est toujours sur une droite fixe 
LM \ ces droites rencontrent une 
autre droite fixe CX en deux 
points a, b ; si de deux points P, 
Q donnés sur la droite LM, on 
tnène les droites Pa, Qh qui se 
coupent en un point m : ce point 
est situé sur une droite donnée de position , 

En rffety concevons q«'dfl aSi mené pat les poïot» A et 

B trois couples de droitcsf Se <jcm»p«ait, èetstx^ à deu3t^ en 84, 

.M' et M'^ suf là droite LMr et ren^îdiitraii* la droite CX 

en a, ût', a^' et ft, ft', ft". Soii D le point de rencontre des deux 

droites LÎM eiCX-, on a, par le^LëmmelII, entre M, M', W 




A i^7 ) 



^l ay ctfj al\ 



DM' MM' 



l>a' 



aa 



DM 'MM" ï^a"' aa 



171 



et de même, pour lés trois points A, i', M, 

DM' MM' D// hW 



DM'('MM"""Dé»"*^6" 



Donc 



Drt' 



aa' 



Da 



// 



aa 



// 






#' 



Celle équation prouve, d'après le corollaire III du Po- 
risme précédent, que les points de section des trois droites 
issues du. point P par le& trois issues du point Q^ une à une 
respectivement, sont en ligne droite. Ce qui démontre le 
Porisme. 

En d'' autres termes. Les deux points /?, b forment sur 
ex deux divisions homographiques, puisque les deux droi- 
tes A a^ Bè se coupent toujours sur la droite LM(i). Par 
conaéqutne les deux droîics Pâ^, Q& formenfi Aeax f»is^^ 
ceariiftx komo^apliiques» Or ce» dteun faisceaux . ont èe^x 
rayonsi cortcsponiiamia coïflcideBts s«maist la droite* PQ*, 
parce que les deux point» a, b ciOLi»cident ^iii D ^nr la 
droite LM. Donc le point m décritune droite ^9.). 

€^ Qv f;. I>. 

Obsei^Hition^ Ce Pbrisiae est, soi» un énoncé plu» géiié* 
ral, d'à itvèm« genre que le Porisme XVIII, qui s^eii con- 
clut^ si IW »up|>o^ que ta tiroisième droite CX. passe par 
le point de concours des deux AQ, BP et ^ue la droite PQ 
«cÀt à risfini . 

Po«iSMS XXVl.1 — Étant dotinées deux droites A A', 
V(^ qui se c&Upeni en â, le-s points A, A' c/ P, Q étant 
donnés sur ces droiles, et une raison i étant aussi don-- 



(i) Géom. sup., art. 104. 
(2) Ibidy art. io5. 
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néè^ si Von prend sur KM deux points variables n, n' 

liés pat la relation 

. le point de rencontre m des deux 
droites Pn, Qn' est situé sur une 
droite donnée de position. 

En e£fet , qu'on ^ prenne deux 
points B,' B' ayant entre eux la 




relation 



AB _ . kn^ 

SB ■" SB' • 



on en lîonelut, en la rapprochant de la première, 

> * • * 

A/i.SB _ Mn' S\i' 
S/i.AB *~ S/î'.A'B'' 

/ ■ ■ 

Et cette équation prouve*, d'après le corollaire III du Pp- 

risme XXIV> que le point m est situé sur la droite qui joint 

le point d^ntersection des deux droites PA, QA^ au point 

d'intersection des. deux PB,QB'. 

. Ce qui démontre le Porisme. 

PoRtsMB XXVII. — ^ Étant donnés deux droites LC, 

Via y et sur ces droites deux ^sternes de trois point si ; A, B, 

C sur la première et A\ W, G> 
sur la seconde; si autour de deux 
points P, Q situés sur la droite 
ce, on fait tourner deux droites 
rencontrant, respectivement, les 
divites LC, L'C en deux points 

n, n', tels, qu'oti ait toujours légalité, 

/îA.CB «'A'.C/B' 




/tB . CA 



/l'B'.CA'' 
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le point d* intersection de ces deux droites sef'a sur une 
droite donnée de position. 

Ce Porîsme est une conséquence manifesté dn Corol- 
laire n du Porîsme XXIV. 

PoRisMB XXYin. -^ Si autour de deux points VètQoti 
fait tourner deux droites qui se cùUpeHt sHr une droite LM 

et qui rèntàntrent deûâc au- 
tres dtàitesfixe^ CX, C^X en 
deux points n, h', respectif 
\fement; puis, quon mené les 
deux droites On, Pn' : le 
point m d\nterseetion de ces 
d^rhières sera sur une droite 
donnée de position, 

Qu^oA mène les deu^ droites Vb\ Qa aux points où la 
droite LM rencontre C'X' et CX : ces droites Ph\ Qa 
coupent,. respeotîveflient, CX et G'X' aux points b ei a\ 
et c'est SOT la droite ba* que se trouvent les points m. 
En effet, on a, d'aprèè le Lemme III, entre les deux 
séties de quatre points /i, n, é, C et ri, M, Ô', E, 

bn _aU ^ b'^ 




an 



bC 



nE 



On a pareillement 



ï)onc 



an ^ bn 



a' 


/i' 


• 
• 


b*n' 


a' 


Q 


b'C 


a; 


n' 


• 


b'n' 






b^ 



a'C • b'C 



ou 



Qb.na Cb'.n'a' 



Ca.nb C'a'.n'b' 



Donc le point d'intersection des deux droites Pn\ Qn dé-. 
crit une droite (Porisme«XXIV). 

Cette droite est évidemment fl'i. Car si le point n coïn- 
cide avec i, n' coïncide avec h\ Par conséquent le point 
d'intersection des deutc droites P&' et Qè, c'est-à-dire i, 

9 



♦ 
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se trouve sur la droite, lieu du point m; et il en esX de 
même du point a^. 

Ainsi le Porisme est démontré. 

Plus brièi^ement.. Les deux rayons PM, QM forment deux 
faisceaux homographlques (i) *, par suite,* les deux points n, 
/{^'forment deux divisions liomographiques *, et les deux 
rayons Vn' ^ Qn forment deux faisceaux homographiques : 
leur point d'intersection décrit une droite, parce que les 
deux rayons coïncidents PC et.QC se correspondent (2). 
Donc, etc. 

PoAiSME XXIX. — * Étant donnés deux aijgles ABF, 

ADF, si par leurs somrAets B e£ D 
on mène deux droites quelconques^ 
dont la première rencontre les deux 
côtés de r angle D en M et C, et la 
deuxième les côtés de V angle là en 
R e^ E : les deux droites MK et CE 
D ^ concourent en un point G situé sur 

une droite déterminée de position. 

Ce Porisme résultç immédiatement, de même que Iç 
Porisme XXIV, des Lemmes XII et XIII; savoir : du 
Lemnie XII quand lès côtés BA et DF des deux angles sont 
parallèles^ et du Lemrae XIII quand la position des deux 
angles est tout à fait arbitraire. ^ 

PoEiSME XXX. — Théorème général de Pappiis (3). 
Soient 0, P, Q, . . . , R les pôles fi^es et en ligne droite 
autour desquels tournent n droites variables, de manière 
que (n — i) de leurs points d'intersection glissent sur au- 
tant de droites fixes. 

Dans riiypothèse particulière par laquelle Pappus com- 




(i) Géom. sup,, art. \o(\. 

(2) Ihid., art. io5. 

(3) Voir ci -dessus p. 17 et 23. 
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mence renoncé de la proposition, ces {n — ^ i) points appar- 
tiennent à une même droite tournante, par exemple à celle 
qui tourne autour du point p. Alors il est évident que la 
proposition ne dit rien de plus que celle dTluclide. 

Passons donc au cas général, où les (n — i) points qui 
glissent sur les droites fixes, sont pris d une manière quel- 
conque parmi le nombre total — ' des points d'înter- 

section des droites tournantes, pourvu toutefois que chaque 
droite ait toujours au moins un de ses points de concours 
avec les autres droites mobiles, sur une des droites fixes. 

Concevons, indépendamment des droites tournantes et 
des droites fixes, un axe L mené arbitrairement, et qui ren- 
contre la droite des pôles en un point S. Considérons deux 
droites tournantes, dont le point de concours soit sur une 
des droites fixes, les deux qui tournent autour des deu< 
points p et P*, soient a, a', a^ les points où elles se cou- 
pent sur la droite fixe, dans trois de leurs positions succes- 
sives; ces droites rencontrent l'axe L en des couples de 
points que nous appellerons £2, b dans la première position ; 
a\ V dans la seconde position 5 et o!\ J^'dans la troisième 
position. 

Soit A le point où la droite fixe rencontre la droite des 
pôles; on a, d'après le Corollaire I duLemme III fp. 82), 



et 



Donc 



Sa 




Aa 


• 


Srt' 


"" Aa' 


a a 


%h 


b"b 

• 


' Aa 


oc a 

• 


Sb' 


• b" b' 


"^Aa' 


• a" a' 


Sa 


a" a 

• 


u 


b"b 

• 



Sa'' a" a' Sb" b' b' 



La droite qui tourne autour du point p détermine les po- 
sitions successives de celle qui tourne autour du point P. 

9- 
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Pareillement, ,celle-ri .(léter;niiac l/es ppsitioii^ ^ucceçsi^^ 
d'.une ^roisièypie qu elle r^JM¥>mxe sur ui^ des droitios fi^es^ 
par exei^aple de cel}e qui tourne aiUouf di^ poiat Q ; M^ent 
c, c\ c" Içs poim^ d?i:is Lesqn^U^tle d^pUe, dans les troî^ 
positip;;iâ qu elle prpnd, r^pconpre ï'-aicp JL; on aura» çoBoçae 

ci-4jE|Ç5MS, 

El: de mècné, à Tégard de la quatrième droite tournante 
dont les posidoafi s<pui décepfniiié«s par la troisième, 

Il existe .donc autant d'équations iiioins Mpe que da droir 
tes tournantes. Or, on voit que tous les roen»brç3 de ces 
équations sont éga^x entre eqx. P^jr conséqueuî, on a uu^ 
équation s^niblable entre les points marqués sur Ta^e L 
par deux quelconques dçs n droites tournantes, par ex^m- 
plp l'équation 

Sfl^.fl^__ ^^ d" d 

Sa''^^P^''^ ^d/^'7rlP' 

relativement à la première et à la quatrième droite tour-^ 
•naiite, ^ 

ûî^iis %e^f équation prçuve, d'après le Corollaire IJI du 
Porisme XXIV, que les points d'iuterseçtion des deux droi- 
tes tournantes considérées dans leurs trô|$ positions respec- 
tives sont en ligne droite. Ce qui démontre le Porisme. 
^ Plus brièv^ement. Peux droites Ipumantes, dont le point 
d'intersection glisse suir une des droites données, forment 
deux faisceaux homographîques qui ont deux rayons ho- 
mol(^ues coïncidents &uivanl la droite des pôles (i), il 
s'ensuit que les faisceaux formés par deux droites tour- 

(i) Çéom- Slip., p. 7i,prt. ^o/^, 
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Bàâtes que)ce|^qtle^, nttix cûiïséùtitives , sont àussf h<:yïno- 
graphiques entre ettit , et otit dktiix rayons homologues 
co¥fii[!Îdent8 Suivant îa droite dés pièles. Par conséquent le 
po^t d'inief secticm de ces deuifc droi^sdécrk une droite ( i) . 
€e qtri diémôiïtre le ttnéorèrfïe. 

lïï'' Genre. 
Le ftappoptf de teUe droi^ à leNe auCre druite est donné. 

PofttsjitE XXXI» — Si dâ cha^tW'pomi IVI d^une df&iie 
LM donnée de poiskion, oH abaisse sur deux- oié^es dreàeé 
AXy A/X' des obliques M/M, Mm' sekisdâs^ angles domnés; 
ie peint A éièifâê de'nné sur AX : o/» pêtèt trouver le- poirH 

h! sur A'X' et une rais^fiis'kf^ teh, t/ub 
le rapport des segments A m, A' m' soit 
toujours égal à la raison X. 

Soit a le point de la droite L dont l'o- 
Mique abaissée* stfr AX tombe en A, et 
sio^ît A^ ft? pied de l'ol^Uque abaissi^ ée 
ce point a sur A'X' : A' est le point 
cherché; Quaat à la raison X, soit E le. 
point où la droite L rencontre la droite A X^ et EE' Pot^li- 
que abaissée de ce point sur A' XV on ftura 

AE 




1 = 



A'r 



En effet, 



A m 






A' m' 



D' 



A'E' 



ou 



Km 



Sbnc efc. 



AE 

A'E' 



IL ^ 



(i) Oéom. sup'., «tt. io5. 



L. 



n 
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PoiiisME XXXII. — Si de deux points fixes P, Q pris 

sur les côtés CB, CA d^ un parai- 
lelogramme CASB, e/i- ligne droite 
ai^ec le sommet S, on mène des 
droites, à chaque point M d^une 
droite fixe LC passant par le som- 
met C du parallélogramme : ces 
droites formeront, respectit^ement ^ 
sur les deux côtés SA , SB , deux 
segments S m, S m', dont le rapport est déterminé. 

Menons par les'points P et Q les parallèles à la droite LC, 

lesquelles rencontrent les deux droites SA, SB en a et en &. 

Les quatre droites PC, PS, PM, Pn, partant du point 

P, et coupées par LC et AS donnent, d'après le Corollaire I 

du Lemme III (p. 82), 

S^ _ RM 

s^ """cm' 

On a de même, en considérant les quatre droites qui 
aboutissent à Tautrct point Q, et les transversales LC, BS, 



Oonc 



S m' RM 
S* ""CM 




Sm Sm' Sm 
Sa Sb' ^^ S/w' 


Sa 

Sb 



Le second membre est constant. Ce qui démontre le 

Porisme. 

^ * t, 

IV Genre. 

Le rapport de telle droite à telle abscisse est donné. 

Porisme XXXHI. — Si de chaque point M d'une droite 
LE on abaisse sur une autre droite AX des obliques Mm, 
M m' sous des angles donnés, il existe sur cette droite AX 



(135) 
un point E tel, que l 'on a la relation 

Em 

■ = const. 

mm 

Ce point E est celui où la droite LE rencontre AX. Eu 

effet, d'un point B, qui avec le 
point E détermine la droite LE, 
menons les obliques Bi, Bi'. 
On a par les triangles semblables 




A^E 


m b 


m' 


b' X 


E.m Mm mm' 

Eb Bb bb' 


Donc 






Em 
mm' 


Eb 
bb' 




Ce qui démontre le Porisme. 

PoRiSME XXXIV. — Si autour de deux points P,.Q on 

jait tourner deux droites se cou^ 
pant sur une droite donnée de po- 
^x sition LE, ces droites rencontrent 
une deuxième droite fixe AX pa^ 
rallèle à- la di^oite donnée LE, en 
deux points m, m'; et il existe sur 
la droite AX un point F tel y quon a la relation constante 

¥m . 

; = const. == /. 

mm 

Cela résulte du Lemme XI (proposition i4o); car les 
quatre droites ME, MF, MP, MQ coupées par les deux. 
FPQ, FX, donnent, d'après ce Lemme, 

Fm __ FP QP 
Ti^' ~ FÊ • QË' 
Donc, etc. 

Porisme XXXV. — Si autour de deux points fixes P, Q 
en fait tourner deux droites qui se coupent sur une. droite 



1 
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donnée de position LË^ et rencontrent une autre droiêe 
donnée AX parallèle à la base PQ en deux points m, 

Jî, m' : il existe un point F sur AX 
et une raison X, tels^ que Von a 

mm' ^ 

Le poin^ 4em{^9dé f est le point d'intersection des deux 
droite données LJB, AX^ Et la raison X est égale au rapport 

OE 

~^9 E étant le point où la droite LE rencontre la base PQ. 

En effet, on a par les triangles semblables -, = -=::r • 

"^ mm PQ 

V Genre. 
Telle droite est donnée de position. 

PoRiSME XXXVI. — Si autour d'un point p on fait tour- 
ner une transvfersale qui rencontre deux droites données 

SA, SA' en deux points a, a', et 
que d'un point P donné sur la 
droite pS, on mène les deux 
droites Pa, Pa' : on pourra dé- 
terminer de position une droite 
L telle, que le segment inter- 
cepté par les droites variables 
Pa, Pa' sur cette droite L, soit 

de longueur' 4w^ f*- • 

Que ^o^ in^icrive da^s VsLi^}ea^al uw dj^oite; qpût' ifih 

longueur donnée fx, parallèle à p S. : cette droite «a^s^t ^ 

la question. 

Il faut prouver que «i par le point p on mène une droite 

quelconque p iè', les deux droites P6, Pi' intercepteront 

sur la droite qu on vient de déterminer un segment 66' égal 

k «a' 5 ou bien que l'on aura 6« = 6'a'. 
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Prouvons que cette égalité a lieu v^f toute droites AA' 
parallèle hp^y quelle que ^t la louguour du segment cuif. 
On a dans le triangle A «oc coupé par S & P 



SA ba Pa 



e» ^A 

Or 9 à çau^e de$ triangles &cinbiable«, 



par conséquent 



De même 



Donc 



6A _ PS £f — p5. 

àA "^ S^ ^^ P« ~"pii ' 



PS ba pR_ 

S^ 6a pfl ""* 

PS ^' pit _ 
ba ÔV 



S^.6fl*.p« SA'.6V.p«' 
Maison a dans le triangle S aa', coupé par pbb\ 

pg b'a' bS _ 

Donc Sa = 6V. Ce que nous nous proposions Je prouver. 

Donc etc. 

Autftment, Les deux droites Pa, Po' sont les rayons ho^ 
mologues de deux faisceaux hompgraphiquesdQnlliQs^ vayou» 
doubles, coïncident suivant la droite P6. Doue, les deiux 
rajout Pâ^ P^ iaterceptenjt sur nue droite quelconque 
parallèle à PS, un segment de gi:ax)deur constante (i ). Donc 
ou peut meuer cette parallèle de manière que le segment 
soit, de grandeur donnée. 



■■■ > »» 



(«) Géom sufKf ati. 170. 



' 
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PousME XXXVII. — Quand deux droites tournent au- 
tour de deux points Jixes P, Q en se coupant toujours sur 

une droite donnée LM , et que la 
première rencontre une droite don- 
née de position AX en un point m : 
on peut déterminer une autre droite 
fixe BY que la droite tournant au-- 
tour du point Q rencontrera en un 
point m', et qui soit telle, que le 
rapport des segments A m, Bm', comptés à partir des 
, points oà les deux droites AX, BY coupent la base PQ, 
ait une valeur constante. 

Qu'on mène parallèlement à AX la droite Pa, qui ren- 
contre la droite LM en a, puis la droite Qa, et parle point 
F ou AX rencontre LM, la droite FB parallèle à Qx-^ ce 
sera la droite demandée. 

Cela résulte du Lemme XI diaprés lequel on a 




et 



Donc 





Am EM aM 




AF EF' «F 




B/w' EM a M 
BF ""EF aF* 

• 


A/w 
AF " 


B/n' A/71 AF 

- -Tr?r i 7i — ; — ^;n^ — coust. 
BF ' Bm BF 



Ce qui démontre le Porisme. 

PoRiSME XXXVni. — Étant donnés deux droites AX^ 

BY, deux points A, B sur ces droites 
et une raison X : il existe une droite 
LD telle, que si de chacun de ses poin ts 
on abaisse sur les deux droites AX, 
BY des obliques Mm, Mm', sous des 
angles donnés, on aura la relation 
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constante 

B/w' 

En effet, si par les points donnés A el B on mène des 
parallèles aux obliques abaissées sur AX et BY respective- 
ment, et que ces parallèles se rencontrent en D; quon 
prenne le point m arbitrairement, et le point m\ déter- 

miné par la relation ^—, = i*, puis, que par les points fh, 

m' on mène les obliques, qui se rencontrent en un point M : 
la droite DM satisifaît à la question. Cest-à-dire que si d'un 
point ÎJ de cette droite on abaisse les obliques N/i, N ti , on 

aura 

An 



B«' 
Car, il est évident que 



= X. 



Doù 



Donc, etc. 



A/i DN _ B/i^ 



A/ï A m ^ 

B^"~B^'"" 



VP Genre. 
Telle droite passe par un point donné. 



PoRiSME XXXIX. — Étant donnés deux droites pa- 
rallèles EA, E'A' et deux points P, Q, si autour de ces 

points on fait tourner deux 
droites parallèles qui rencon- 
trent les deux droites EA, E' A', 
respectivement, en deux points 
m, m' : la droite qui joint ces 
points passe par un point donné. 





Eu eilei, on a par les triangles semblables, 

R/w _ RP __ RE 
mm' "" PQ "^ ÊË7' 

Donc 

RP PQ 
RR""EE'* 

Donc le point R est déterminé. 
DoBc, e(e. 

PoRiSME XL. — On donne deux points A, B sur une 
droite et deux points a, b sur une autre droite gui rencon- 
tre la première en C^ autour de ce point C onfcUt tour- 
ner Ta droite ab, et Von mène tes 
deux droites A a, 6b qui se i^ncon^ 
trent en un point S \ par ce point on 
mène une parallèle SO à la droite 
ab : cette parallèle passera par un 
point donné. 

Cela résulte du lemme XI (proposition 137), d'après 
lequel les trois droites SA, SB, SO, coupées par les écasa, 
CAB, Gai, donnent Tégalité, 

BA , OA _ ^û 
BC'ÔC""^' 
ou 

OA_BA^i&fl 
OÇ'^BC'JC'^ 

Ce qui détermine le poitit O. 
Donc, etc. 
Remarque, On a dans les triangles semblables SAO, 

«AC, 

OS Ca ^^ OA.Ca 

âÂ = CÂ' OS = -^^ = coust. 

Ce qui montre que : Quand la droite C ab tourne autour 



I 
t 
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du point C, le point S décrit une circonjerence de cercle 
dont le centre est en O. 

PoRisME XLI. — Étant donnés deux droites SA, SB 

et deux points fixes P, Q e/i Ugne droite 
avec le point de concours S de ces droi^ 
tes^ si de ces deux points fixes on mène 
à chenue point M d^une droite LM don- 
née de position, des droites qui rencon- 
trent, respectii^ement, SA, SB en m et 
m' : la droite mm' passera par un point 
donné. 
Soient a, h les points d'intersection de la droite LMpar 
lés deux droites données SA, SB; les droites Pi, Qa se ren- 
contrent en un point p qui est le point cherché. 

C'est une suite naturelle du Lemme XV (proposition i4i) 
quand la droite LM est parallèle à la, base PQ; et du 
Lemme XVII quand LM a une direction quelconque. 
Ce Porisme est un de ceux que Simson a rétablis (i). 




(i) Prop. XXXIV. « Quse est Porisma, unum scilicet ex iis inter Poris- 
» mata Lib. I Euclidis, quae Pappus tradit hisce verbis : Quod hœc ad 
» datym punêtam vergit. » 

Ce Porisme donne lieu k une observation qui fait ressortir un nouveau 
point de contact entre la Géométrie moderne et le Traité des Porismes dTu- 
clide, ouvrage si original à toua égards, et qui se distingue si profondément 
des autres traités mathématiques des Grecs, par sa conception comme parles 
matières fécondes quMl renfermait. 

A chaque droite LM correspond un point p, d'après le Porisme. Mais une 
conséquence qui s*offre, à la simple vue, c'est que si ees érottes /rnsMefit toutes 
par un même point M, les points p sont tous sur une même dr%ite mm'. De sotte 
qu'il y a entre deux figures qui seraient formées, l'une par des droites quel- 
i conques LM, et l'autre par les points p qi^i correspondent à ces droites, des 

\ relations de réciprocité analogues à celles des pâles et polaires dans la théo- 

rie des coniques. C'est-à-dire c[h% ce Porisme d'Eudide fournit un mode de 
i transformation des figures analogue à la méthode des polaires réciproques. 

Cette remarque curieuse est due à Tauteur même de cette célèbre méthode . 
M. le général Poneelet Ta insérée dans son Mémoire sur VAhulyse des Trans- 
versales appliquée à la recherche des propriétés projeclives des lignes et surfaces 
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tt*ois points A, B et C; par chaque point M de la droite' 

se, on mène la droite 
MB qui rencontrée SA en 
a, ef une parallèle à AB 
^14/ rencontre SB ^/i b; 
/â droite menée de ce 
point au point A ren- 
conire SC <3W c : là droite 

ac passe par un point donné. 

Cela résulte du Lemme XVIII (proposition i44) ? car ce 

Lemme prouve que la droite ca rencontre AB en un point 

U déterminé par Féquation 




CB 



AC.AB 



UB 
UA 



VIP Genre. 

Telle droite a un rapport donné avec le segment compris entre tel point 

et un point donné. 

PoRisME XLV. — Étant donnés trois droites parallèles 

LM, AX, A' Y et le point A sur 
Vune d'elles ^A1L\ si autour de 
deux points P, Q on fait tourner 
deux droites qui se coupent sur la 
droite LM, et rencontrent, res- 
pectii^ement , les deux autres en 
deux points m, m' : on pourra froui^er un point A' sur A' Y 
et une constante i, tels, que l'on aura toujours 

Km 




Mm' 



= h 



Qu'on mène PA qui rencontre la droite LM eu a; la 

droite Qa coupe la troisième droite au point demandé A'^ 

, AK '' 

et la raison X est égale à tt^* 

A té 
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En eflfet, on a, par les triangles semblables) 





km 


a M A' m' 
«F "" A'E' 




km 


AE 




Donc 



A'//f' A'E' 
Donc, etc. 

PoRiSME XLVL — Si de chaque point d^ une droite iJE 
on abaisse des obliques, sous des angles donnés, sur deux 

droites parallèles, les pieds de ces 
obliques étant xa et xsil\ et quun 
point A soit donné sur la première 
parallèle : on pourra trouver un 
point A' sur la deuxième, et une 
raison X, tels, que les deux seg-- 
menis A m, Â^in' seront toujours dans cette raison. 

Que par le point A on mène la parallèle aux obliques 
abaissées sur la première des deux droites parallèles; et 
par le point a où cette droite coupe la droite LE, la pa- 
rallèle aux obliques abaissées sur la deuxième : le point A' 
de rencontre de ces deux deruières droites et la raison 

.= satisfont a la question. • 

Car on a * 

km a M 

ÂÊ"^ ^' 
D'où 

km __AE 

A'w' "" ^ • aW ~~ iiE. A'E' 

DonCj etc. 

PoniSME XL VII. — Si de chaque point M d'une droite 
LM on abaisse sur deux autres droites AX, A'X' et sous 
des angles donnés, des obliques dont les pieds soient m et 
w! : le point A étant donné sur la droite AX, on peut 

10 



01 


A'/// 

A'E' 


= «E' 


A'E' 


AE. 


a Y,' 
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ficterndner le point k' sur A'X', et Ironiser une raison 1, 

tefs, que l'on aura toujours 

A/71 




A' m' 



= 51. 



Par le point donné A on mène une 
parallèle aux obliques abaissées sur 
AX, et par le point a où cette pa- 
rallèle rencontre la droite donnée LM on abaisse Toblique 
a A' sur A'X' : le pied A' de cette oblique est le point cher- 
ché. 

Pour déterminer la raison X, on peut abaisser du point 
E où la droite LM rencontre AX, l'oblique EE' sur A'X': 
on aura 

AE 



1 = 



A'E' 



En clfet, par les triangles seniblables, 

A m rtM A'/w' 



Donc 



AE a E A' E' 



A m AE 



A'/w' A' E 



C. Q. F. D. 

PoniSME XLVIII. — Étant iiofinés Jeux droites SA , 
SB, le point A sur la première et un point O hors de ces 
droites : on pourra déterminer un angle il, une raison X 

et le point A' sur la deuxième droite ^ de 
manière que si l'on fait tourner V angle il 
autour du point O comme sommet, ses côtés 
rencontreront, respectii^ement y'ies deux 
droites en deux points m, m', tels, que le 
rapport des deux segments Am, A' m' sera 
toujours égal à la raison X. 
Quedu poiiilOou abaisse les perpendiculaires Où, Oa 
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sur les deux droues, Fangle aOa' formé par ces deux per- 
pendiculaires est Tangle cherché fl \ la raison X est le rap- 
port des deux perpendiculaires; et pour trouver le point A' 
il suffit de faire tourner l'angle fï ou aOa! autour de son 
sommet O, de manière que le premier côté Oa passe par 
le point A 5 le deuxième côté Oa* détermine le point A'. 
Si donc m et w! sont les points où l'angle tournant aOa'^ 
dans une de ses positions, rencontre les deux droites, on 

km Oa 
aura -7—, = —-7. 
Km Oa' 

En effet, les deux trianglesO^m, Oa'm' sont semblables 

parce qu'ils sont rectangles et que leurs angles en O sont 

égaux. Donc 

am Oà 





«'/w'/^Ofl' 


De même 




1 


aA Oa 




a'A'~'Oa' 


Donc 






Am Oa 




A' m' Oa' 




Vffl* Genre. 



C. Q. F. D. 



Telle droite a un rapport donné avec une autre droite abaissée de tel point. 

PoniSME XLIX. — Étant données deux dix)ites SA, SA' 
et un point O, si de ce point on mène une droite Om à un 

point m. delà droite SA et une autre droite 
faisant av^ec celle-là un certain angle li 
et rencontrant la droite SA' en un point 
{n,f m! : on pourra déterminer cet angle fi et 
iar froui^er une raison X, tels, que le rapport 
>^. des deux lignes O m, Om' soit toujours égal 
à cette raison . . 

Que du point O on abaisse sur les deux droites les per- 

xo. 
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pendiculaires O a, Oa! : l'angle 11 qui satisfait à la ques- 
tion, est l'angle aOa' de ces .deux perpendiculaires; et la 

raison X est égale à leur rapport — -,• 

En effet, les deux triangles rectangles maO, mVO ont 
leurs angles m O a, m' O a' égaux, et par conséquent sont 
semblables : d'où résulte 

0/w On ^ 

Donc, etc. 

Observation, Quand Eucllde dit qvLune droite est abais- 
sée d* un point y on doit entendre, abaissée sur une droite 
donnée de position et sous un angle donné. C'est ce que 
montre la définition XIII du Livre des Données ^ savoir : 
« Une droite est abaissée, quand on la mène par un point 
donné sur une droite donnée de position et sous \in angle 
donné. » 

Cela justifie le sens que nous attribuons au VIII* Genre, 
en proposant le Porîsme ci-dessus. 

Une autre considération peut encore nous autoriser à 
penser que ce Porisme satisfait à l'énoncé laconique de Pap- 
pus. C'est qu'il correspond à une proposition connue des 
Anciens, à un des cas de la première proposition des Lieux 
plans d'Apollonius rapportée par Pappus. 

PoRi^ME L. — Si de chaque point M d'une droite LM 
on abaisse sur deux droites fixes OX, OY deux obliques 
Mp, Mq sous dès angles donnés : on pourra tromper un 

pointa sur la deuxième droit eOY 
et une raison X, tels, quel* obli- 
que Mp abaissée sur la pre/nière 
droite sera au segment Bq com- 
pris entre le point B et le pied de 
l'oblique abaisséesur la deuxième 
droite, dans la raison 1, 
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La droite donnée LM rencontre OX, OY en E et F 
respectivement. 

Qu'on mène par lepointEune parallèle aux obliques M^, 
laquelle rencontre OY en B, et par le point F une parallèle 
aux obliques Mp, laquelle rencontre OX en G^ le point B 

FG 

et la raison— = i satisfont à la question. 

En effet, on a par les triangles semblables, 

FG"~FÊ' ^' BF"*'FE' 
Donc 

Mp Bg Mp FG 

— ? ou — 



FG BF Bq BF 



LV Genre. 



C. Q. F. D( 



Tel rectangle a un rapport donné avec le rectangle construit sur telle droite 

et une droite donnée. 

PoRisME LI. — Quand deux points variables m, m! sur 
deux droites ab, a'b', sont liés par la relation 

am . a' m* 

bm b'm! 

il existe entre ces points Cette autre relation^ 



Cm . a 



= f^^ 



c est' à-dire que, si Von prend arbitrairement un ^point C 
sur la première droite, et une ligne a ; on peut irouv^er 
un second point I sur cette droite, un point C sur la, 
deuxième, et une raison |ti, tels, que celte relation ait tou" 
jours lieu, • 

Prenons pour C le point qui sur la deuxième droite 
correspond au point C de la première, de sorte qu'on ait 

«c , a'C 
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et par conséquenl Téquation 

'^^ bm , aC'^ b[m\ a' C' 

Qu'on approche Tniie des droites de l'autre pour faire 

coïncider les deux points a, a!\ soit alors 
S le point de concours des deux droites 
bb\ CC-, il résulte de l'équation (i) que ' 
la droite mm' passera toujours par ce 
point, d'après le Porisme XLIII (ou, 
si l'on veut, d'après le Lemme XVI de 
Pappus). 

Si maintenant on mène la droite SI 
parallèle à la deuxième droite a' ft' m', 
on aura, d'après le Lemme XIV, les deux équations 

bl' bC^ fl'C' 
1/71 la Qla! 




Cw'Cfl Cm' 



La première donne 



al 

^^ Vi 



= >, al = 



A,ab 



ee qui détermine le point I. 
La deuxième équation s'écrit : 



Iw.C'm' la.Cn 



/^/ 



f^f 



Cm 



Ca 



ou 



Im.Cm' _ la,Ca 
Cm, a, Ca.cL 



= const. = (x; 



ee qui est l'équation qu'il fallait obtenir. 
La valeur cherchée de (i est donc 



(X = 



la. a a 



f ^A' 



X ab.Ca' 



Ce?. a (> — ij.Cn.a 

Ainsi le Porisme est démon Iré. 
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On peul donner à la raison fi^ celte expression plus sini- 



C'J' 
pie fi = : de sorte qu'on a 

Cm "~ Ca ^^^ ' . 

-f rf - 

J' étant le. point déterminé par l'équation rrr? = t- Car si 

l'on mène la droite SJ' parallèle à ai, les trois droites 
Si, se et SJ' coupées par les deux ab, cih\ donnent, dia- 
prés le Lemme XI, 

Mais ou a, par les triangles semblables. 

Donc, etc. 

Remarque, En considérant les trois droites Si, S/71, SI, 

on trouve 

\m ^\a _ h' a! 

Tik^' Ta"' ViH'^ 
\m,h'm' Ja.b'a' b' V 



ou 



bm .a ba.oL 



Cetjuî montre que le Porisme subsiste quand, au lieu de 
prendre les points C, C, on conserve les deux i, b*. 

Porisme LU. — Quand deux droites tournent autour de 
deux points P, Q en se coupant toujours sur une droite 

LM, et rencontrant y respectii^e^ 
ment, deux autres droites AX, 
A'X' en m et en m'; le point A 
étant donné sur la première de 
ces droites et une ligne a. étant 
aussi donnée : on peut trousser un 
second point I sur la première 
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droite, le point h! sur la seconde^ et une raison X, tels^ 
quon ait toujours V équation 

\m , \'m' ^ 

= /. • 

Atn . CL 

Qu*on mène la droite PA qui rencontre la droite LM en 
aj la droite Q^a rencontrera la droite A'X' au point cher- 
ché A'. Puis, que par les points P et Q on mène aux droites 
AX, A'X', respectivement, des parallèles qui rencontrent 
la droite LM enj et i , la droite Pi marque sur AX le point 
cherché I5 et la droite Q/- rencontre la droite A'X' en 
un point J', qui fait connaitre la raison 1: car il faut 
prendre 

1 — — 

oc 

De sorte qu'il reste à prouver qu'on a toujours 

Im.A'm' MV 
km .OL a 

En eiïet, les quatre droites menées par le point P, 
et coupées par LM et AX, donnent Téquation 

1 m I M ij 

A m aM' aj , 

« 

Les quatre droites menées par le point Q, donnent pa- 
reillement 

AT _ aj , ij 

AW"~ Jm • m 
Donc, 



\m AT I/w.A'/w' 



. = -77— r' OU f = A'J'. 

A m A m Am . 

c. Q. F. u. 

PomsME Lin. — De chaque point M d'une droiteLM. on 

mène à un point ^xe P une droite PM qui rencontre une 
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droite AX en un point m \ et du même point M on abaisse 

une perpendiculaire Mm' sur une 
autre droite A'X'; le point A' étant 
donné sur cette droite, et une ligne a. 
étant aussi donnée en longueur : on 
peut déterminer le point A et un point 
I sur la droite AX, et une raison X, 
tels, que Von aura toujours V équation 

Im . A' m' 




A//f . a 



= 1. 



Élevons sur A'X' une perpendiculaire qui rencontrera la 
droite LM en a; la droite Va coupera la droite AX au 
point cherché A. Menons parallèlement à LM la droite 
PI qui rencontre À X en I : ce point l'sera l'autre point 
cherche. Enfin conduisons la droite P/ parallèle à AX, et 
par le point /, commun à cet-te parallèle et à la droite LM, 
abaissons une perpendiculaire / J' à la droite A'X' : le pied 
de cette perpendiculaire déterminera la raison X. 
On aura 

A'J' Im.k'm' 






Cf. 



Am.a, 



A'J 



De sorte que les points A et I et la raison X = 

résolvent la question . 

En effet, les quatre droites PA, Pm, PI et P7 coupées 
par les deux AX et LM donnent 



Mais 



Donc 







Im 
Km 










oj 


A'J' 








oM 


Km' 




Im 
\m 


A'J' 


ou 


Im . A' 
Km 


//i' 



= A'J'. 
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Et par conséquent 

I/w.A'iw' A'J' 

. ■■■■■■■■■■■ ^ ' ^ _ ■ ■ • 

Km . et a 

• 

PoRiSME LIV. — Si autour d'un point p on fait tour- 
ner une droite qui rencontre deux droites données SA, 

SA', en deux points m, m'^ quon donne 
aussi la longueur d^une ligne a et une 
raison X : on peut déterminer deux points 
^fw' A e/ I sur la première droite donnée et un 
point A' sur la deuxième, tels, quon aura 
toujours 

Im.K'm' 




a . km 



= x. 



Une parallèle à SA\ menée par le point p, rencontre SA 
au point demandé I. Pour les points A et A' il suffit de 
mener par le point p la droite p A A' déterminée par la re- 
lation "rr?; = — r* (Ce qui est un des cas du problème bien 

A S a.Â ^ ' *• 

connu de la section de raison.) 

En effet, par le Lemme XI, appliqué aux lignes pi, 
pA^ pm coupées par les deux droites données SA, SA', on 
obtient Tégalité 

Im.AS _ A^S 
IS.Aw ~ A'/7i'' 

AS IS 

Mais nous supposons que -7- = — r» Féqaation devient 

donc 

îm A!m' 



CL. Km 



X. 



Ce qui démontre le Porisme. 

Quant à la construction de la droite pAA', si Ton veut 
ne point invoquer le problème de la section de raison, on 
rcffecluera bien simplement ainsi : on mènera par le j)oint 
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p et parallèlement à SA une droite qui rencontrera SA' en 
J'^ puis on prendra le point A', tel, que Ton ait 

Le point A s'ensuivra. 

La démonstration de cette construction résulte encore du 
Lemme XI. 

En effet, concevons qu'une droite menée arbitrairement 
par le point S rencontre les trois lignes pA^ pï et pV aux 
points â, / ety^ on* aura, en considérant les trois lignes 
coupées par SA et Sa, 

— = 7^-^.- (Lemme XL) 

Et, pareillement, en considérant ces trois mêmes lignes 
coupées par SA', Sa, 

SA' __ Sa.ij 
A'J' "" iS.tfy' 
Donc 

SA SA' SA' IS 



9 ou 



IS A'J' SA' A'J' 

Mais on a pris A'J'= X.a; il vient donc 

SA _ JS 

SA' ""* a.>* 

C. Q. F. D. 

Obseri^ation, On peut donner l'un des deux points A, A',^ 
et demander de déterminer la raison X. C'est ce que l'on fera 
au moyen de la relation, ci-dessus, A'J' = X.a. 

PoRiSME LV. — Étant données deux droites LM et 
XX' dont e est le point d^ intersection ^ si autour de deux 
points fixes P. Q on fait tourner deux autres droites qui 
se coupent sur la droite LM et rencontrent la droite XX 
en deux points m, m' : on pourra tromper un point I sûr 
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XX' et une ligne fjt, tels, quon aura toujours 

I m . cm' 



em 



= (1. 



En effet, que par les points P, Q on mène à la droite 

L/ XX' des parallèles qui renôonlrent 
LM en R et S ; les deux droites PS 
et QR coupeut XX' en deux points 
I et J'. Le premier est le point de- 
mandé, et le segment eJ' est la 
ligne demandée (ui, c'est-à-dire que 
l'on a 




I m . em ' 



em 



= eV. 



Cela résulte du Pprisme LU, dans lequel on suppose que 
les deux droites AX , A'X' coïncident et que le point A soit 
en e sur la droite LM. 

X* Genre. 

Tel rectangle équivaut à un rectangle donné plus le rectangle formé sur 

telle abscisse et sur une droite donnée. 

PoRiSME LVI. — *SV Von prend sur une droite U' un 
point fixe g et à partir du point I deux points consécu' 

tifs m, m' liés par la relation 

m 

' \m. enî = em . e J', 

// existera entre ces points une autre relation de la forme 

J'm.I/n'= V -h /x.mm'. 

C'est-à-dire qu'on pourra trouver un rectangle v et une 
ligne ^, tels, qu'on ait toujours cette équation. 

En effet, les deux segments J'w, \m' empiètent Fun sur 
Tautre : par conséquent leur rectangle est égal à la somme 



■ 1^ I 

m' tn 
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des deux rectangles Jl.mm! et Im.i'm' : ainsi, 

J'/;i.Iw/==J'I./7im'4-I/7i.J'm'(i). 
Mais la relation donnée s'écrit aussi 



ou 



I/;i ( J'm' - J'e) = [le — Im) e J', 



Im.y tu' z=^ le.eï , 



Donc 




J'w.lm' = le. J'e -h Jl. mm' (a). 

Il suffit dès lors de prendre v = Ie.J'e, et â = J'I pour 
obtenir la relation demandée. 

PoRiSME LVII. — On donne un triangle CAB et un 
point P situé sur le prolongement de la base AB 5 de cha- 
que point M du côté BC on mène 
la droite MP et une parallèle à 
AB; ces droites rencontrent le 
côté AC en deux points m ci m' : 
on peut trouver deux points I et 
y sur ce côtéy un rectangle v et 
une droite fji, tels, que le rectangle 
J'm.Im' sera égal à la somme des deux rectangles v et 
p. mm. 

Menons par le point P, parallèlement à BC, la droite PI 
qui rencontre AC en I;- et parallèlement à AC, la droite PK 
qui rencontre BC en K; puis, par le point K parallèlement 
à AB la droite KJ' qui rencontre le côté AC en J' : les points 

(i) Celte équation à laquelle donnent lieu quatre points quelconques en 
ligne droite, fait le sujet du Porisme LIX ci-après. 

('j) Pour nous conformer à la Géométrie des Grecs, nous no supposons pas, 
dans cette démonstration, que les segments aient des signes; mais dans Té- 
quation finale ainsi que dans Téquation donnée, nous écrivons les segments 
de manière que la règhs des signes soit applicable, et que le Porisme dé- 
montré dans rhypolhèse où tes points J', f, m', ni, T ontles positions relati- 
ves qu'indique la figure, conserve un sens déterminé dans tous les autres cas. 
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I et J' seront les {wiiits demandés, le rectangle w sera égal 

ÂlA.J'A, et la ligue fjt, à J'I; de sorte qu'on aura toujours 

J'm.Im' = J'A.lA + J'I.wjwi'. 

Il nous sufiGt de prouver que l'ou a — ~ =AJ', carde 

celte équation résultera, d'après le Porisme précédent, celle 
qu'il s'agit de démontrer. 

Or, menant la droite Bni'parallèleà ACetquir 
PM et PI en n et i', on a, à cause des parallèles, 



Donc, etc. 

PowsME LVIII. — Etant donné un triung/e ABC, si 
autour lie deux points fixes P, Q pris sur la base AB on 
fait tourner lieux droites dont 
le point de concours M soit tou- 
jours sur le prolongement du 
côté BC, ces droites couperont 
le côté AC en m et m', et l'on 
pourra froufer deux points i, J' 
sur ce côté, un rectangle V et 
Mnedroitefi, tels, que l'o.naura 
toujours 

i'm.lm:=, + f..mm. 

En effet, qu'on mène par les points P et Q des parallèles 
à AC, qui rencontreront BC en / el /; les droites P/, Q; 
couperont AC aux points cherchés I et J'; et l'on aura, d'a- 
près le Ponsmc LV, 
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Or, d'après le Porîsnie L\ I, celte équation donne lieu à 
la suivante : 

J'm.Iw'=3'C.IC + 31.mm'. 
On a donc 

v = J'C.IC et ii = n. 

Ce qui démontre le Porisme. 

Obscfvatiofi. La figure présente 1(î point M sur le pro- 
longement du côté BC au delà du point C^ mais il pourrait 
être pris aussi sur le prolongement au delà de B. 

L'équation démontrée aurait encore lieu, si ^le point M 
était pris entre les deux i et /^ parce que le segment m/n! 
serait toujours dirigé dans le même sens que IJ'. 

Mais pour d'autres positions du point M, soit sur le 
segmeut G/, soit sur Bi\ le segment wm' aurait une direc- 
tion contraire, et alors on démontrerait que le rectangle 
ym.lrn! devient égal à la différence des deux rectangles 
J'C.ICetJ'L/nm'. 

Xl« Genre. 

Tel rectangle seul on avec un espace donné est , rautre a un rapport 

donné avec telle abscisse. 

Une lacune qui existe dans les manuscrits rend cet énoncé 
défectueux. Il nous paraît inutile de chercher à le rétablir, 
puisque les autres énoncés de Pappus nous suffisent am- 
plement pour faire connaître le caractère général des Po- 
rismes d'Euclide. 

XII* Genre. 

Telle droite, plus une autre avec laquelle telle autre droite est dans une 
raison donnée, a un rapport donné avec un segment formé par tel point k 
partir d'un point donné. 

Chacune des équations suivantes satisfait à cet énoncé, 

•• — ô;: — = f' 



tl. 
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Aw -4- >.Bm 

— cTiP =C- 



Am+l.B'm' 

"'' — âW — = f^' 



f -^' 



IV. 



Aiw-h^.B'/w 



" -..'/ 



Cm 



r. 



PoaisME LIX. — Etant donnés deux points A, B sur 
une droite et une raison A, on peut trousser un troisième 
point C et une raison (ly tels, que pour tout point m, pris 
sur la droite, entre A et B, on aura toujours 

A/n H- \.Bm 

Cm * 

Et si le point variable m. est pris dans le prolongement de 

la droite AB [au delà de A ou de B, 

Â c B ~ indifféremment), on pourra tromper 
un autre point C et une autre raison fx, tels, que la même 
équation subsistera. 

Considérons le cas où le point m est sur le prolongement 

de AB. Si l'on détermine le point C sur cette droite même, 

CA 
c'est-^à-dire enlre A et B, par Texpression — = X, et la rai- 



son fji = ^^7 1 la relation à démontrer devient 



. CA -Tj BA' ^ 

pu 

A'w.BC -f- CA.Bw = BA .Cm. 

* 

Ecrivons 

Km (Cw — B/«) -f- B/7i (A/;4 — Cm) = Cm (A m — Bw). 
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Les termes de cette équation se détruisent deux à deux. Ce 
qui démontre le Porisme. 
Observation. L'équation 

Ato.BC h- CA.B/w = BA.Cm, 

exprime une relation entre trois des 'quinze rectangles 
qu'on peut former avec les six segments auxquels donnent 
lieu quatre points quelconques en ligne droite. Ces- trois 
rectangles sont les seuls qui soient formés de deux seg- 
ments n^ayant pas d'extrémité commune. Ils se distin- 
guent entre eux en ce que, dans le premier Am.CB, Tun 
des segments est placé entièrement sur l'autre^ dans le 
deuxième CA.Bw, les deux segments n'ont point de partie 
commune; et enfin dans le troisième AB.Cm, les deux seg- 
ments empiètent l'un sur l'autre. C'est celui-ci qui tou- 
jours est égal à la somme des deux autres. 

On voit, d'après cela, que si le point variable m doit être 
pris entre A et B, au lieu de l'être sur le prolongement de 
AB, il faut que. le point fixe C vienne se placer sur ce pro- 
longement, au delà de A ou de B, selon que la raison X est 
plus petite ou plus grande que l'unité. 

Porisme LX. — Quand deux points variables m, m' 
divisent deux droites en parties proportionnelles, deux 

points A et B étant donnés sur la 
*"' première droite ainsi qu 'une raison X : 

j ^ on peut trouver un point C sur la se^ 

conde droite et une raison ^, tels, que 
pour tous les points m pris entre A- et B; ou bien pour 
tous les points pris en dehors du segment AB, aura toU" 
jours V équation 

A /» -f- ÎL .-B /w 

1 1 
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En effet, appelons C le point qui dan» la première di- 
vision correspondra au point cherché C de la seconde divi- 
sion, et soit a le rapport de deux droites homolpgues dans 
les deux divisions, de sorte qu'on ait 

Cm 



^/ / 



Cm 



a. 



On. a, par le Porisme précédent, 



ALiA -j^ l>A y-^ 



Par conséquent 



CA 
Qu'on fasse — ; = X, ce qui détermine le point C, et par 

suite le point correspondant C de la seconde division. 

Ti . * BA 

Puis, qu on prenne a==a. —— » on aura 

BC 

A//2 -+- ) .Bm _ . BA 

Ce qui résout le Porisme énoncé. 

Porisme LXI. — Quand deux points variables m, m' 
di\^isent deux droites en parties proportionnelles , deux 

points A e^ B étant donnés sur la pre- 
*»' mière droite et un point G sur la seconde : 

j on peut trou\fer deux raisons 'k et ^-, telles; 

1 ''^ fi . 1 ' ' » A 

que pour tous les points m situes entre A 
et B, ou bien pour tous les points situés en dehors du seg- 
ment AB, on aura toujours la relation 

Km -h ^.B w 

Cm' = ^- 

En effet, le rapport de deux parties homologues sur les 
deux droites étant a, on a, comme il est dit dans le Porisme 
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pî'écédent, 

/ \ & viA --J ISA ^^1 f 

(.) A"' + BC'^'" = *BC^'"- 

Il suffit donc de faire 

. CA BA 

* = BC ^' ^ = ^'BC- 

Ainsi le Porisme est démontré. 

Observation. L'équation (i) donne, comme conséquence, 
en supposant que le point B soit à l'infini , celle-ci : 

A m -f- CA = a . C m'. 
Et, en effet, 

A/7i -H CA = Cm. 

Donc 

Cm = a Cm\ 

Ce qui est Thypothèse. 

m. 

Porisme LXII. — Quand deux points variables m, m' 
diKfisent deux droites en parties proportionnelles, un point 
A étant donné sur la première, un point Bf sur la seconde, 
et une raison l étant aussi donnée : on pourra trouver un 

point C sur la deuxième droite et une 

raison fx, tels, que pour tous les points m. 

^____^__ situés entre le point A et un certain point 

^' ^' ^' B qu'on saura détermina^ ou bien pour 

tous les points prù hors du segment formé par ces deux 

mêmes points A et B, on aura toujours la relation 

Km -h^.B'm' 



m 



Cm' 



= ^' 



En effet, soient A' le point qui sur la seconde droite cor- 
respond au point A de la première, et a le rapport entre 

1 1. 
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deux lignes homologues sur les deux droites, de sorte que 
\mz= oL.h!m' . L'équaiîou devient 

ou 

\ 

OL a 



Mm' H--.B'm' = ^.C'm'. 



Mais la relation déjà signalée entre les rectangles des seg- 
ments formés par quatre points donne 

La première de ces deux équations fait connaître la posi- 
tion du point C, et ensuite la seconde donne la valeur de 
la raison /^, dans le cas où le point m doit être pris entre 
A' et B', de même que dans le cas où ce point /loi t être pris 
en dehors du segment A'B. , 

Il est clair que le point B qui fixe les régions du point m 
sur la première droite A/w, correspond au point donné B'de 
la seconde droite A! m'. 

Ainsi le Porisme est démontré. 

PoRiSME LXIU. — Quand deux points variables m, m' 
dii^isent deux droites en parties proportionnelles, un point 
A étant donné sur la première et deux points B' et C! sur 
la seconde : on peut trouver un troisième point A' sur cette 

droite et deux raisons X et [jl^ tels^ que 
pour tous les points m! situés entre A' et 

^^ B' quand le point C se trouve au dehors 

* du segment A!lil^ ou bien pour tous les 

points m' situés hors du segment A'B' quand le point C 
est entre A' et B', on aura tâlijours la relation 

A m -h >.B'//î' 

En effet, le rapport de deux. divisions étant a, on déler- 
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minera les deux raisons ï et (x par les expressions 

. C'A'- B'A' 

A' étant le point qui correspond sur la seconde dioite au 
point donné A sur la première. Ce qui résulte du Porisrae 
précédent. 

PoRiSME LXIV. — Si de chaque point M d'une droite 
LM on abaisse des perpendiculaires Mm, Mm' sur deux 

autres droites A m, B-m^ A et B' étant 
deux points donnés ^ur ces droites ^ et, X 
étant une raison aussi donnée: on pourra 
trouver un point G sur la droite B'm', et 
une raison ^, tels y que pour tous les 
points de la droite LM répondant à des 
perpendiculaires dont le pied m tombe entre le poirit A et un 
certain point B quon saura déterminer, ou bien pour tous 
les points LM qui répondent à des perpendiculaires dont 
le pied m est situé hors du segment AB, on aura toujours 
la relation 

cw ""''• 

En effet, les deux points m, m' forment sur les deux droi- 
tes fixes deux divisions semblables : donc la proposition 
actuelle résulte du Porisme LXII. Il est clair que le point B 
de la droite Km correspond au point donné B' sur la droite 
B'm'. 

PoRiSME LXV. — Si de chaque point d'une droite LM 
on abaisse sur deux autres droites fixes des perpendicu- 
laires dont les pieds sont vo^etw!-^ un point A étant donné 
sur Vune de ces deux droites, et deux points B', C sur 
Vautre : on pourra trousser un troisième point A' sur cette 
droite, et deux raisons X et fx, telles, que pour tous les 
points de la droite LM dont les perpendiculaires sur BfC 
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tombent entre A' et B' quand le point G est hors du seg^ 
ment A'B': ou bien^ pour tous les points de LM dont les 
perpendiculaires tombent dehors du segment A'B', quand 
le point C se trouvée sur ce segment, on aura toujours la 
relation 

C'est une conséquence du Porisme LXIU. 
Purisme LXVI. — Étant donnés deux droites paral- 
lèles AX, B'Y, deux points A et B' sur ces droites, et une 

raison 1 5 si autour d*un point donné p on 
fait tourner une transi^ersale qui rencon- 
tre les deux droites en m et m^: on pourra 
troui^er un point C sur B' Y et une raison 
[Â^ tels, que pour tous les points m situés 
sur le segment compris entre le point A et la droite pB'; 
ou bien, pour tous les points m pris au dehors de ce seg^ 
mentj on aura toujours 

Am -h>.B'/w' __ 

En effet, les droites menées par le point p divisent les 
lignes AX, B'Y en parties proportionnelles : la proposi- 
tion* se déduit donc du Porisme général LXII. 

Observation, Il est permis de supposer que les trois 
points A, B', CJ soient donnés : alors on peut déterminer 
les deux raisons X et /i de manière que l'équation ait tou- 
jours lieu. Ce qui se conclut du Porisme LXIII. 

IV. 

Porisme LXVII. — Si de chaque point d'une droite 
LM on abaisse sur trois droites fixes des perpendiculaires 
dont les pieds sont m, m', m''; deux points A et là' étant 
donnés sur deux de ces trois droites, et une raison X étant 
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aussi donnée : on pourra trouver un point C" sur la troi- 
sième droite et une raison p, tels, que pour fous les points 
de la droite LM dont les perpendiculaires Mm ont le pied 

m situé entre le point A et un certain 
point B quon saura déterminer j ou bien 
pour tous les points de LM, dont les 
perpendiculaires tombent en dehors du 
segment formé par les mêmes points A 
et B, on aura toujours entre les trois segments Am, B'm', 
C m" la relation 

m 

A/71 -|-X.B'/?i' __ 

En effet, d'après le Porisme LXIV, on peut trouver un 
point C sur la seconde droite B'/w' et une raison fx,, tels, 
qu'on aura 

A/w -+- A.B'/w' _ 
. Cm' ^f"" 

m 

Or, on sait trouver un point C" sur la troisième droite et 
une ligne ^x satisfaisant à la condition 

On aura donc 

. A/w 4- \.Wm' 



ff '/ 



Cm 



=.f^' 



c. Q. F. D, 

Porisme LXVIII. — Si de chaque point d'une droite LM 
on abaisse sur trois droites fixes quelconques des perpen^ 
diculaires dont les pieds sont m, m', m''; un point A étant 
donné sur la première de ces droites, un point B' sur la 
seconde, et un point Q" sur la troisième : on pourra trouver 
deux raisons 1 et fx, telles, que pour tous les points de la 
droite LM dont les perpendiculaires M m ont le pied m 
'situé entre le point A et un certain point B quon saura 
déterminer ^ ou bien, pour tous les points de LM dont les 
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perpendiculaires tombent en dehors du segment y formé 
par les mêmes points A et B, on aura toujours la relation 



n ^'f 



Cm 



= (/. 



En effet, soit C le point qui sur la seconde droite corres- 
pond au point C" de la troisième^ on peut trouver (d'après 

le Porisme LXII) une raison X et une raison (Xj, qui enlrai- 
uent, quel que soit m\ l'égalité 

A/w-f->.B'/w' 



Cm' ~^^- 
Or on sait que 

a' étant un rapport connu. Donc 

km 4-5l.B'/«' 



// // 



Cm 



= (X .[Xy 



Ainsi la raison demandée p est égale à a^ .[ii. 

r 

Porisme LXIX. — Étant donnés trois droites parallè' 
les, deux points A et IBf sur les deux premières, et une 
raison X*, si autour d^un point fixe, on fait tourner une 
transi^ersale qui rencontre les droites fixes en trois points 

m, m', m'' : on pourra troui^er un point 
C sur la troisième et une rmson fx, tels y 
que pour toutes les positions de la trans- 
i^ersale comprises dans l'angle A pB' ; ou 
bien, pour toutes les autres positions de 
cette droite, on aura toujours la relation 
salivante entre les trois segments A m, B'm', Cm''; 

• 
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Mais le point C et la raison fx seront différents dans les 
deux cas. 

Les trois points w, m', m" divisent évidemraenftes trois 
droites en parties proportionnelles : par conséquent, la pro- 
position se démontre comme le Porisme LXVU. 

PoKiSME LXX. — Étant donnes trois droites paral- 
lèles ^ et trois points A, B', CI' sur ces droites^ si autour 
. d^un point p on fait tourner une transi^ersale qui les ren- 
contre e/^m, m' et m": on pourra trouv^er deux raisons X et 
fx, telles, que pour toutes les transi^ersales comprises dans 
V angle ApB', quand la droite pQT est au dehors de cet 
angle ; ou bien, pour toutes les transite rsales menées hors 
de r angle A pB', quand la droite pC" est située dans Van- 
gle; on aura toujours entre les segments A m, B'm', et 
Cm" la relation 

km -{-\.Wm' _ 
C" m" ~^^' 

Ce Porisme résulte, comme le LXVIII*', de ce que les 
trois points m, m', m" forment trois divisions semblables. 

Remarque, Si des trois points A, B', C''^ on abaisse sur 
les transversales pmm! m'' Aes perpendiculaires /;, 9, r, 
elles seront proportionnelles aux trois segments Aw, B'm', 
Cm", Par conséqufsnt on aura l'équation. 

== M. 

r 

De là ce nouveau Porisme : . 

Porisme LXXI. — Étant donnés trois points A, B', 

C", si autour d'un autre point p on fait 
tourner une droite dont les distances à 
ces trois points, dans chacune de ses po- 
sitions, sont représentées par p, q, r : on 
pourra trouver deux raisons X etpc, telles, 
que pour toutes les positions de la droite 
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tournante comprises dans V angle ApB', quand la droite 

p CI' est au dehors^ ou bien, pour toutes les positions de la 

droite t§^rnante hors de cet angle, quand la droite pG^ 

y est comprise; on aura toujours entre ces distances la 

relation 

p -^\.q 
— Z — = P- 



XTIP Genre. 

Le triangle qui a pour sommet un point donné et pour base telle droite, est 
équivalent au triangle qui a pour sommet un point donné et pour base le 
segment compris entre tel point et un point donné. 

PoRiSME LXXII. — *SV de chaque point M d^une droite 
LM on abaisse des perpendiculaires Mm, Mm' sur deux 

droites fixes AX, BY-, le point A. 
étant donné sur la première, un 
autre point O étant donné hors de 
cette droite y et une troisième droite 
CZ étant aussi donnée : on peut 
déterminer un point k' sur la droite 
BY et un point O' sur CL^ tels, 
que le triangle qui aura pour som- 
met le point O et pour base le seg- 
ment Ain, sera équivalent au triangle ayant pour sommet 
le point (y et pour base le segment A' m'. 

Que par le point A on élève la perpendiculaire ha sur 
AX, et que par le point a où elle rencontre la droite don- 
née LM, on abaisse sur BY la perpendiculaire ah! \ le pied 
A' est le point cherché sur cette droite. 

Soit 0/7 la dislance du point donné O à la droite AX5 
qu'on prenne A'D' = Op sur BY et que par le point D' on 
mène à celte droite une perpendiculaire, qui rencontre la 
droite LM en d-^ que de ce point on abaisse sur AX, la per- 
pendiculaire dont le pied est D. Le point cherché O sur 
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la troisième droilc CZ sera n une distance de liY ji%ale 
à AD. 

En eHet, il suffit de prouver que l'on a toujours, quel que 
soit le point M pris sur LM, 

A/n.A'D' = A'/«'.AD, ou ^, = ^.- 

Celte proportion a lieu évidemment, car ou a 

Km _aU _ ti'm' 
AD " iid A'D' 

Dooc, etc. 

PorismeLXXDI. — Si autour de deux points JîxesV, Q 
on fait tourner deux droites qui se coupent successivement 
en chaque point M tVime droite LE et qui rencontrent, res~ 
peciivement, deux droites Jixes AX, BY parallèles à la 
hase PQ, en deux points m, 
m'; le point A étant donné sur 
l'une AX de ces droites ^ et 
un autre point O quelconque 
étant aussi donné : on pourra 
trouver un point A' sur ,1a 
droite BY et un point O* sur 
une droite donnée CZ, tels, 
que le triangle qui aura pour sommet ce point 0' et pour 
base le segment A' m', sera équivalent au triangle aj-atit 
pour sommet le point O et pour base le segment A m. 

Qu'on mène PA qui coupe la droite LEcn n; puis Qa qui 
rencontre BY en A'. Qu'on prenne sur celte dernière droite 
A'iy égal à la distance du point O et de la droite AX ; qu'on 
mène QD' qui rencontre LE en */; puis Pdqm rencontre 
AX en D. Enfin qu'on prenne sur CZ le point O' à une 
distance de A' Y égale i AD. tes points A' et O' seront les 
points demandés. 

En efl'ei, les quatre droites Pa, PM, Pd, PQ roupées par 
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AX, .EL donnent, d'après le Lemme XI, 





Km 
AD " 


Pareillement 






k'm' 




A'D'" 


Donc 






km 




AD 



aM 


FM 


ad 


•Erf 


aM 


EM 


ad 


• Erf 


A' 





r • 



A'0 

ou, en appelant O^, 0'p\ les distances des deux points O, 
O' aux droites AX, BY respectivement, 

-7-7 = -77 — > ou Aw.0/7 = A'm^OV'• 
0'/?' Op r r 

Ce qui démontre le Porisme. 

XIV Genre. 

(Jue droite, plus une autre, a un rapport donné avec tel segment compris 

entre un point donné et tel point. 

PoRiSME LXXlV. — Quand deux points variables m, 

m' dÎKfisent deux droites en parties propor- 
tionnelles ^ deux points A eit B étant don- 
nés sur la première droite: on peut déter- 

•j^ ^-^j — • miner un point C sur la seconde y et une 

raison X, tels, quon aura toujours la re- 
lation 

km -f-B/w 



C m^ 



= h 



Qu'on prenne le point C milieu de AB, et son komologue 
C sur l'autre droite : ce sera le dernier point cherché. Soit 
A/ l'homologue du point A, on aura 



BA 

C'A' 
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En effet, puisque A' et C correspondent sur la deuxième 
droite aux points A, C de la première, de même que m! à m, 
on a 

C/iî CA ^ CA ^, , 



C /w' C A' 



ou 



A/w -f- Btw CA ^, , 



par conséquent 



A/w-f-Bw __ 2.CA __ BA _ ^ 
CW^ *" C'A' ~" (Ta' "~ ' 

c. Q. F. n. 
PoRiSME LXXV. — Si deux droites tournent autour de 

deux points Jixes P, Q en ^e coii- 
pant sur une droite LE, et ren- 
contrent deux autres droites FX, 
F' X' parallèles à la base PQ, en 
deux points m, m'; deux points 
A, B étant donnés sur la droite 
FX : on pourra trouver un point 
C 5M/*F'X' et une raison X, tels, qu'on aura toujours 

A/w H- Bm ^ 




/ ^/ 



C'/w 

Soit C le milieu des deux points donnés A et 6; qu'on 
mène la droite PC qui rencontre la droite LE en c^ puis la 
droite Qc qui rencontre F' X' en C. Ce point C et la valeur 

^ PE , EF .y» «1 

A = 2 — = • rrT7/î satisiont a la question. 
QE LF ^ 

En effet, les trois droites PM, Pc, PE coupées par FL et 
FX, donnent, d'après le lemrae XI, 

Cm cM £M 
CF "" rF ' EF' 

On a de même à l'égard des trois droites QM, Qc et QE 
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coupées par PL,F'X', 

Cm' cM EM 



donc 



Maîi 



C'F' cF' * EF' 



'w' cF cF' 



CF_PE er_QE 

cF rE rF' rE 



donc 





Cm PE EF 


• 


C'/w' QE EF'* 


et comme 






.^ Ani -^Bm 
Cm — 9 



on obtient finalement 



A/w -fJBw _ PE EF 



XV'' Genre. 



c. Q. F. D 



Telle droite forme sur deux autres droites données de position des segments 

dont le rectangle est donné. 

PoRisME LXXVI. — Etant doûnés deux droites SL, 

SL' et un point P, si autour de ce point on 
fait tourner une transversale qui rencontre 
les deux droites en m et m! : on pourra trou- 
x^er deux points A et B' sur ces droites^ et un 
rectangle v , tels, que le rectangle des deux 
segments A m, B'm' sera toujours égal à ce 
rectangle v. • . 

Que par le point P on mène la droite PA 
* parallèle a SL', et la droite PB' parallèle à 
SL. Les deux points demandés A etB' seront 
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déterminés. Le rectangle v sera égal à S A. SB' 5 de sorte 
qu'on aura 

Am.B'm'=SA.SB'. 

Cela se démontre par le Lemuie XI. En effet, menons 
par le point S une droite qui coupe les trois PA , PB' et Pm 
en a, ê et fz. On a par le Lemme cité 

Sa se _ SA _ m'B' 
|xx |x6 /w A SB 
Donc 

//iA.///iy = SA.SB'. 

^ C. Q. F. D. 

Ce Porisme a été rétabli par Simson et forme sa 4^*^ 
proposition, a Quœ est Porîsma, ununi scilicet ex iis quae 
)) Pappus tradit inter Porismata Lib. I. Euclidis, hisce 
» verbis : Quod recta... aufert a positione datis segmenta 
); dalura rectangulum comprehendentia. » 

PoRiSME LXXVII. —Étant donnés trois points p, A, B', 
on peut mener par les points A, B' deux droites fixes telles, 
que toute droite menée par le point p les rencontrant 

en deux points m, m', le rectangle 
Am.B'm' ait une valeur constante. 

En effet, si par le point p on mène 
les deux droites p A, pB' 5 par le point A 
une droite parallèle à pB', et par le 
point B' une droite parallèle à pA : cçs 
deux droites satisferont à la question. 
Cela résulte du Porisme précédent; 




A 
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IP LIVRE DES PORISMES. 



Pappus dit : a Dans le second Livre les hypothèses sont 
)) dififérentès^ mais les choses cherchées sont pour la plu- 
)) part lés mêmes que dans le P*^ Livre. Il y a en outre cel- 
» les-ci. » 

Nous donnerons d'abord les Porismes qui appartiennent 
en propre au second Livre et qui y forment les genres XVI 
à XXI, puis, ceux qui rentrent dans les genres du.If*^ Livre. 

XVI' Genre. 

Tel rectangle seul^ ou tel rectangle plus un certain espace donné est dans 

une Maison donnée arec telle abscisse. 

PoRiSME LXXVni. -^ Si deux points variables m, 
m' sur une même droite, sur laquelle sont donnés quatre 
points fixes dans l'ordre a, c, V, c', sont liés par l'équa- 
tion 

am * m' a* ^ 

cm cm 

on peut trouver un point b', un rectangle v et une ligne fx, 

tt c a' c' . ^^l^y y^* quand les 

im j' i)' . m' deux segments am, 

b'm' se trouvent dirigés dans le même sens, ori a toujours 

aussi la relation 

am . ^' /w' -f- V 

• 7 = f*- 

En effet, l'équation proposée s'écrit : 

am.dvfi = \.w!a' .cm, 

1% 
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Remplaçant cm par [ca — ma) et m'«' par (m'c'4- c/a), 
il vient, , 

am . d nil=. ')\ca. m' cf + ca . da* — ma . m'd — ma . da^^ 

m 

Oll 

- , \.da' \.ac , , "k.ac , . 
am.dm H-; .ma — ^ .cm' — ;; . a c= o. . 

X -f- 1 ^ + l A -f- I • 

Prenons les deux points I et J' déterminés par les expres- 
sions 

ai = r et c y = ;^ 9 

dans le sens des segments «c, c'a', respectivement^ l'équa- 
tion devient 

am . dm' 4- dï . ma — aï, dm' — al.a'd = o. 

Introduisons le point &', au lieu.de c', eu remplaçant c'm' 
par (i'm' — i'c')dans le premier terme, eUpar (am' — ad) 
dans le troisième: on obtient, après les réductions, 

am.y m' -\- am*Vb* — al;am'4- al.<ta'= o. 

Le point b' est quelconque. Prenons-le de manière q^ie 
yV=a\ : il sera à la même distance que le point a dii 
milicii des* deux I et J'j et Téquatîon deviendra * 

am»b'm' — a\[am! — am)-\~ a\,aa' z=zo ' 
ou 

am.b' m' -^ al,an' 



mm' 



= al. 



En la comparant à celle que Ton s'est proposé de démon- 
trer, on conclut- 

* 

v=al.aa' et |ui = al, 
ou ^ 

'' = -1+7-' f^ = XH:7- 

Remarquons que le point I déterminé par l'expression 



\ 
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-^ — occupe la position que prend le point /// quand 
>posé Infiniment éloigné. Car la relation donnée 



am ^ d'm' 

me c m 



se réduit alors à 



— = X, ou ani = X . me = X (ac ^— am ) : 



et, par suite, 

X . ac 

>T7 



am== 



Ainsi le point m coïncide avec L 

Pareillement, quand le point m est infiniment éloigné, le 
point correspondant m' coïncide avec J' déterminé ci-dessus. 

Ohsen^ation, Nous avons supposé, dans l'énoncé du 
Porisme^ que les quatre points donnés se trouvaient dans 
Tordre a, c, a\ c', que présente la figure, et auquel s'ap- 
plique la démonstration. Mais, quelque soit Tordre de* ces 
points^ sous la seule condition que les deux segments ac et 
aa' se trouvent dirigés dans le même sens, le Porisme a tou- 
jours lieu. 

Il subsiste même encore, quand les deux segments ac^ aoi 
ont des directions diflerentes; mais alors ce n'est plus à 
Tégard des couples de points m, ni qui font des segments 
am, Vni de même direction \ c'est à l'égard des couples de 
points pour lesquels ces segments se trouvent de directions 
contraires. 

Dans chaque cas la démonstration sera imitée de- celle qui 
précède. Il est inutile d'ajouter qiïe dans la Géométrie mo- 
derne une seule démonstration, de même qu'un seul éilonCé 
delà proposition, suffisent pour tous les' cas possibles. 

Cas particulier. D'après la généralité du Porisme, quelle 
que soit la position relative des points donnés, on peut 

12. 
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supposer que les deux points a et al se confondent \ alors 
le rectangle v disparaît. Cela s'accorde avec Ténoncé du 
XVP Genre, auquel appartient le Porisme. 

Il est à remarquer encore que dans ce cas, où le point al 
coïncide avec son homologue a^ te point if coïncide aussi 
avec son homologue. 

En effet, si a et al coïncident, l'équation devient, en 
appelant e la position de ce point, 

em .Vm^z=eï. mm!, 

. Et si l'on suppose que m' vienne en &', on a 

o = eI./nm'. 

Donc mm'=: o, c'est-à-dire que les deux points homo- 
logues m, m' coïncident. Mais m' est en V. Donc ce point i' 
coïncide avec «on homologue. 

PoRiSME LXXIX. — Si autour de deux points P, Q on 
fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite 

donnée de posi*- 
tion hDet quiren^ 
contrent une au-- 
Ire droite aussi 
donnée de posi- 
tion AX, en deux 
points m, m' 5 le 
point A étant 
donné sur cette droite : on pourra déterminer un second 
point B', un rectangle v, lequel peut être nul, et une ligne 
//, té/5, que, pour certaines positions du point M^ en nom- 
bre infini, sur la droite AX, on aura toujours la relation 




A/w.B'/n' 



mm' 



= 11, 



En effet, d'après le Porisme XXIV (Corollaire HI), il 
existe entre les deux points m, m' que les deux droites tour- 
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nantes déterminent sur la droite ÂX, une relation telle que 

dans laquelle A et Â^ sont des positions particulières des 
deux points variables m, Trl\ ainsi que C et C. 

Par conséquent, d'après le Porisme précédent, cette re- 
lation donne lieu à celle-ci : 

Aw . B'm' -h V = jix . m/n'. 

Il s^agit de déterminer la position du point B', le rectan- 
gle V et la ligne fz. 

Qu'on mène QD parallèle à AX, qui rencontre la droite 
LD en D, etPD qui rencontre AX en I. Puis, PH parallèle 
à AX, qui rencontre LD en H, et QH qui sencontre AX en 
J'. Qu'on prenne B' sur AX, à la même distance que A du 
milieu des deux points I et J'. Enfin qu'on mène PA qui 
rencontre LD en a, et Q a qui rencontre AX en A'. On aura 

fx=:AI et v = AI.AA'; 

et, par suite, 

A/w.B'/Ti'-f- AI.AA' 



mnr 



= AI. 



Car le point I qui vient d'être déterminé est évidemment la 
position que prend le point m quand nJ est ii^niment éloi- 
gné; par conséquent, cette équation est celle qui a été dé- 
montrée dans le Porisme précédent , 

On vérifiera aisément que dans le premier membre de cette 
égalité, le signe plus aura lieu, conformément à l'énoncé du 
Porisme, pour les positions du point M, telles (dans la 
figure ci-dessus), que leâ deux points m, nJ se trouvent de 
côtés différents des points A et B', respectivement. De sorte 
que, sous cette condition, le Porisme sera démotitré. 

Quand le point A est situé en E où la droite LD rencontre 
AX, le point A' coïncide avec Aj de sorte qu'on a AA'=: o. 
Mais alors le point B' coïncide aussi avec çon homologue ; 
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ee qui a lieu en F où la droite PQ reiicoiilre AX. L'équa- 
tion devient donc 

E/w.F/«' 



= EI. 



mm 




Pareillement, quand le point A est en F sur la base PQ, 

B'est en E. 

Ce sont les cas prévus par l'énoncé que Pappus a donné 

du XVP Genre. 

PoRiSME LXXX. — Si par chaque point M d'une droite 

LF on mène, une droite aboutissant à un point fixe P et 

une autre droite MQ parallèle à une droite donnée; et si 

ces deux droites rencontrent une autre droite donnée AX. 

en deux points 

m, m'; le point 

A étant donné 

sur la . droite 

AX : on peut 

déterminer un 

point B', sur 

cette droite t un rectangle v et une ligne //, tels, que pour 

des positions du point M, en nombre infini, sur AX, on 

aura toujours 

A/w.B'w'4-v 

m 

En effet, qu'on mène à LF la parallèle PI qui reticonlre 
AX en I', puis, à AX la parallèle PH qui rencontre LF 
en H; et parallèlement aux droites MQ, la* droite HJ' qui 
rencontre AX en J'. Qu'on prenne sur AX le point BV à la 
même distance que le point A du milieu des deux points 
I, J' ; et enfin qu'on mène PA qui rencontre LF en a, et par 
<;e point une parallèle aux droites MQ, qui rencontre AX 
en A'. On démontrera, par les considérations employées 
pour les Porismes- précédents, que 

f/ = AI, et v = AI,AA': 
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et que Ton a dès lors 

A/w.B'/w'H-AI.AA' 



mm 



= AL 



Ici (c'est-à-dire dans la figure ci-conlre) le rectangle AI.AA' 
sera additif pour toutes les positions du point M qui seront 
te]le5, que les deux points m, m! soient du même côté des 
deux points A et- B'» respectivement. 

Si le point A se trouve en E sur PE parallèle aux droites 
MQ, ou en F, A' coïncide avec A (et B' avec F, ou avec E), 
et le rectangle v est nul : de sorte qu'on a 



fifm' 



== El -j bu 



Ym.Em' 



= FI. 



mm 



Le Porisme est donc complètement démontre. 

PomSME LXXXI. — Par un point O donné sur une 
droite OE, on mène deux -droites Om, O m! faisant a^ec 
OE des angles égaux, et rencontrant une droite fixe AE 

en deux points m 
et m' 5 le point A 
étant donné sur 
cette droite : on 
pourra trottiner un 
autre pointBfj un 
rectangle v et une ligne fx, tels, que pour des positions des 
points m^ m', en nombre infini^ on aura toujours V égalité 




Am.B'm' -hv 



mm 



Soient OF perpendiculaire à OE eti le milieu deFE^ sôit, 
en outre, l'angle FOA' égal à FOA 5 on prendra IB'== AI, 
V = AI. A A' et (X = AI ; de sorte qu'il faut démontrer que 

pour des positions des points m, m\ on aura 

■ • 

Am.B'm' + AI.AA' 



= AI. 



mm 
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Les points m^ ni devront se trouver du même. côté des 
deux points A et B\ respectivement, lorsque le point A 
sera en dehors du segment FE, à droite ou à gauche iifdiffé- 
remment', et de côtés différents des deux points A et B' lors- 
que le point A sera entre E et F. 

Supposons le point À à gauche de F. Soit la droite GOG' 
parallèle à AE. Les quatre droites OA, 0/w, 01, OG font 
entre elles des angles égaux à. ceux des droites OA', Om', 
OG', OI 5 et Ton en conclut, par les corollaires des Lem- 
mes Ilî et XI (p. 83 et 84)9 la relation 

Am . Im' =A'/n' .AL 
Ecrivons 

. Am(IB'4-B'm') = AV.AI, . 
ou, parce que IB' = AI, 

Am . B'm' H- A m . AI = A' m'. AI, 
Am.BW-f- (AA + A^/ï) AI = A'm'. AI, ' 
Am.BW4-AI.AA'=AI(AW — Am)=AI./7ïm^ 

et enfin 

A/w.B'/«'4-AI.AA' 



mm 



= AL 



La démonstration se fera par le même raisonnement, dans 
le cas où le point A sera pris entre E et F. 

Si A coïncide avec an de ces deux derniers, le rectangle v 
sera nul évidemment, cas prévu par l'énoncé du XVI® Genre. 

XVn* Genre. 

Le rectangle compris sous teUe droite et telle antre droite est dans une 
raison donnée ayec une certaine abscisse. 

PoRiSHE LXXXn. — Si deux points variables sur une 
droite e{ sont liés par la relation 

m 

/ \ cm ^ em' 

(l) — = X— 7: 

//// fm' 
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on aura aussi entre ces deux points une relation telle que 

7- = el: 

mm' ' 

c^ est-à-dire qiCil existera sur la droite 
ef un point I donnant lieu à cette re- 
lation. 
Le point I se détermine par l'équation 

de sorte qu'il faut démontrer que Ton a 

em fin' ' \.ef 
mm' > H- I 

Eh effet, que Fon mène par le point m', et dans une di-. 
rection quelconque^ une droite m'O égale à mlf'^ puis, par 
le point e line parallèle à cette droite, et par le point O les 
droites O/w, Of qui rencontrent cette parallèle en * et F. 

Le Lemme XI donne, en. considérant les trois droites 
O/, Om et Om! coupées par les deux e/i eP, 

em ^ ef . et 
Inm' ' fm' ~" ^ 

ou, parce que eF z=z ef^ ' 

em ,fm' 



, = ei. 
mm 



Mais oii a encore 

et em ^ em' 

Par cpnséquent, à cause de Téquation (i),- 

ei -NI,. . >.i?F \.ef 

fi ' X -h I X -f- 1 
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Donc V 

cm ,fm' \ . cf 
mm' ^ H- I 

Ce qu'il fallait démontrer. . - * 

Donc, etc. 
Remarquons que la position du point I déterminée par 

CJ ' , 

Téquation — = X, est précisément celle que prend le {)oiut 

m quand lé point m s^éloigne infiniment. 

Car, dans ce cas, l'équation (i) se réduit. à — ^?= X et 

donne pour le point m la position même du point L 
^autrement. L'équation ( i ) s écrit 

em ,fni = X . eni . m/1 

Or il e^xiste entre les quatre points e, f^ m, m', d'après le 
Porisme LIX, l'identité 

mm! . e/^= em .frvl 4- ervl . mT, 
ou 

erii . mf±=i mm . ef — em .fm!. 

L'équation proposée devient donc 

em .fml = X . mml . ef — X . em »fné ; 
d'où 

em.fm' X.ç/" 
mm' \ -H I 
Doue, etc. 

Porisme LXXXin. — Si autour de deux points fixes 
^ ^^ P? Q on fait tourner deux 

droites qui se coupent sur 

une droite donnée de pq^ 

sition LF, et qui rencon^ 

^ ^^ trent une droite fixe AX 

en deux points m, m'-, E, F étant les points où la droite AX 

rencontre la base.VQ et la droite LF: on pourra trouver 
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uneli'gne (/.y telle, qucVonaura'toujours 

Em.Fm' 



r~=M" 

mm * 



Ce Porîsme est une conséquence du Lemme XVI (propo- 
sition 142)9 d'après lequel les quatre droites ML, MP, MQ, 
ME, coupées par les. deux AX et LF entraînent Téqualion 

mm' • Fm' ~" PQ * GQ* 

Que l'on mène par le point Q une parallèle à EF, qui 
rencontre la droite LF en K; et qu'on mènePK qui ren- 
contre EF en L ' 

Les trois droites KQ, KP, KG, coupées par les deux 
EG, EF, donnent 

PE . GE El . 

PQ'GQ = ÊF' (Lemme XL) 

On a donc 

wE FE El E/w.Fm' ™ 

mm' F m' EF mm' 

Par conséquent, il suffit de poser (Ji = EL * 
Donc, etc. 

PoRisks LXXXIV. — Si par un point Po/t mène deux 

droif es faisant des angles 
égaux ai^ec une droite fixe 
PX, et rencontrant une 
autre droite AY en deux 
points m, m' : on pourra 
trouver ^eux points E, F 
sur cette dernière et une ligne /ut, tels y que le rectangle 
Em,Fm' sera toujours égal au rectangle fx.mm^ 

Les deux points E, F sont ceux où la droite PX et sa per- 
pendiculaire menée par le point P rencontrent l'autre drpite 

; . EF 
donnée AY. La constante (x est égale à — • 




( i88 > 

En effet, les deux droites PE, PF sont les bissectrices 
de l'angle mVm! et de son supplément, par conséquent Jes 
deux points m, m' divisent liarmonfquement le segment EF, 
c'est-à-dire que l'on a 



Em 
¥m 



Em' 
//j'F 



On démontrera donc, comme pour le Porisme LXXXII; 
ou Ton conclura de ce Porisme même, que • 



Ew.F/w' EF 



mm 



Donc, etc. 



XVffl» Genre. 



Tel rectangle ayant pour côtés la somme de deux droite^et la Bomme de deux 
autres droites a un rapport donné avec iQlIe abscisse. 

Porisme LXXXV. — Quand deux droites tournent 
autour de deux points fixes P, Q en se coupant toujours 
sur uîie droite donnée de position LE, et qu^ elles rencon- 
trent une autre droite 
fixe AG, en deux points 
m, m' 5 les deux points 
A et G étant donnés sur 
cette droite : 'on peut 
tcoui^er deux autres 
points B et jy^ et une 
ligne /x, tels, que pour 
chaque couple de points m, m' dont le premier se^trou- 
i^era hors du segf^ient AB, et le second hors du segment 
.CD', on aura toujours la relation 

{km 4- B/w) [Cm' 4- D'm') __ 
mm\ 

Soient E, F les points d'intersection de la droite AC par 
les droites LE et PQ. 
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Qu'on prenne BE = EA, jyF = FC. Les deux points B 
et ly sont déterminés. . . 

Qu'on mèûe par le point Q une parallèle à AC, qui ren-- 
contre LE en/; puis, qu'on mène P/ qui rencontre AC en 
I ] on aura f;i = 4 EL De sorte que Téquation à démontrer est 

(A/«4-Bi7?)(C'/w'4-D'/w') ,-,^ 

-r- ----7 = 4 t.1. 



mm 



En effet, les points E, F, I satisfont aux conditions du 
Porisme LXXXIII :.et, par suite, ils ont avec les points m, 
m' la relation constante • 

- = Jiil. 

mm' 

• - • 

Mais, de plus, le point E est le milieu de AB : donc 

-, Am -hBm 

Ejm = : — • 

2 

Et pareillement} le point F est le nçiilieu de.B'C : ainsi 

. „ , C'/M'-f-b'/w' 

F m = ' — • 

2 

L^équation devient dès lors 

(A/w-f-B7?î)(C'w'-4-D'/ii') , _,^ 

: = 4.1^1. 

mm 

c. Q. F. D. 

Porisme LXXXVL — Autour d\in point O pris sur 
une droite fixe OH, on fait tourner deux droites Om, Om' 
dont les angles qi^ec cette droite OH sont toujours égaux, 
et qui rencontrent une autre droite donnée AC en deux 

points m, m'; lés deux 

f» ^ / " , fn»^ points A et G étant 

donnés : on pourra 
trouver deux autres 
points B et D' sur la 
même droite AC, et 




n 
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une ligtve fx, tels^ que quand les deux droites Om> Om' 
seront nu dehors des angles AOB, COD', respectivement, 
on aura toujours Végalité 



(A/w4-B//2)(C'//i'-f-D'7/i') 



mm 



= fz. 



• La droite donnée OH et sa perpendiculaire menée par le 
point O. rencontrent AC en deux points E et F. On aura 

|ui = 2EF. ^ ^ ■ • 

Quon prenne ensuite EB = AE, elFD'=: CF-, les deux 
points demandés B et ly seront déterminés. 

L'égalité proposée résulte alors du Porisme LXXXIV, 
en appliquant à la relation qu'il établit entre les points E, 
F, w, nJ des transformations semblables à celles du Po- 
risrae précédent. 

XIX* Genre. 

Ihi rectangle qui a pour eôtés telle droite et une autre droite augmentée 
d'une seconde 'qui a un rapport donné avec telle autre» et le rectangle 
construit sur telle droite et une autre qui a un rapport donné avec telle 
autre, ont leur somme dans un rapport donné avec une certaine ubscisse. 

PoRiSME LXXXVJI. — Quand deux droites tournent 

autour de deux points 
fixes P, Q en se coupant 
sur une droiteLF^ et ren- 
contrant une autre droite 
fixe en deux points m, 
w!\ si giiatf^ points Af B, 
C, ly sont donnés Sur 
cette autre droite : on 

peuttroui^er un cinquième point E', deux raisons X et fx, 

et une ligne v, tels, quon aura la relation 




■mm 



= V. 
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Eu eflfet, soient E' et t" les points d^intersection de la 
droite AB par PQ et LE, et I le point déterminé comme 
dans le Porisme LXXXIU : on aura, diaprés ce Porisme, 

' . mm 

Mais oq -sait 'qu'il existe entre les-qualre points F, m, A, 
B, la relation 

F/w.AB = AF;Bm-hFB.Am 

ou 

Fm=-.B,;, + _A7n. 
Er, pareillement, entre les quatre points E', m'j C, IV, 

Par conséquent Téquation (i) devient 



. /E'DV, , . CE' A AF-^ ^, , 

— ' — ' rzT — == l'I) 



FB 

AB 

' ■ ■ ■ \ - ■ ... — 

mm 

ou 



mm' FBE'D' 

Il suffit donc de prendre 

^"~E'D'' f^""FB*E'D''^~FB'E'D' ' 

pour que le Porisme soit démontré. 

Observation. Cette proposition donne lieu à d'autres 
Porismes. , 

Par exemple, on peut supposer que les deux raisons X et |ut 
soient données ainsi que les trois ppints A, C, E' : on déter- 
minera la ligne v et les deux points B et EK, 
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Ou bien encore, si Ton donne la raiison X et la ligne v, 
avec les mêmes points, on déterminera là raison jx et les 
deux points B, ly. 

XX* Genre. 

La 8omnie.de ces deux rectangles est dans un rapport donné avec Je ser- 
ment compris entre tel point et un point donné. 

P0R13ME LXXXVin. — Étant donnés sur une droite 
quatre points, placés dans Vordre a, a', b, b' : on peut 

troux^r un cinquième point O . 
""a ~"î o~6mo* et une ligne (x, tels, que pour 

tout autre point m, pris entre 
a et a! ou. entre h et b' indifféremment, on aura toujours 
la rétention 

ma . ma' -f- mb . mh ' 

Le point O se détermine par la relation 

. Oa.Oa' = Oi,Ôi'; 

et la ligne /a est égale au double de la distance aë des mi- 
lieux des deux segments aal^ bV. 

En effet, soit le point m situé sur bV^ on a . 

ma. mal ^=1 (mO + Oa) (wO-f-Oa'). 

= mO' -h mO (Oa 4- Oa') 4- Oa.Oa', 
mb.mV={mO — Ob)[OV—mO) 

Ajoutant ces équations membre à membre, ayant ^ard à 
l'égalité qui sert à déterminer le point O, et observant que 
si a et € sont les milieux des segments ad y bVy il en résulte 

0a-f-0û'=20« Cl Oi*-f-06'=2065 

on obtient • 

ma.maf'^ rnb.mV =s !2mO (O* + 06)î= smO.aë, 
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OU 

nfa . ma' -f- tnb . mb' ^ 

jr = IClS. 

mO 

C. Q. F. D. 

Observation, On vérifie aisément que la relation qui 
constitue cePorisme, et le Porisme même, par conséquent, 
ont lieu quelle que soit la position relative des quatre 
points a, a', i, &^ pourvu *qu on prenne le point m dans 
des régions diffîrentes, déterminées par cette simple règle : 
quand les deux segments ma^ ma' ont la même direction, 
les deux mb^ mb' doivent avoir, Tun par rapport à l'autre, 
des directions différentes; et réciproquement. 

Ce Porisme se trouve, sous un tout autre énoncé, parmi 
les Lemmes de Pappus relatifs au second Livre de la Section 
déterminée d'Apollonius. Il est reproduit dans douze Lem- 
mes consécutifs (propositions 45-^6) qui répondent aux 
différentes positions que peut avoir le point m, en raison 
des positions relatives des quatre points a, a\ &, b\ 

Dans la Géométrie moderne on comprend tous ces cas 
dans la seule formule 

ma . ma' — mb ,mb' ^ 
= 2 oa- 

eu donnant des signes aux segments (voir Traité de Géo- 

métrie supérieure, p . 1 5 4 ) • 
PorismeLXXXIX. — Deux droites SL, SL' étant données 

de position^ un point A étant donné sur 
la première, et u n poin t C sur la seconde r 
on peut trouver deux points B et B' sur 
ces droites^ et une ligne [i, tels, que si 
autour d* un point donné P on fait tour-' 
ner une transversale tjui rencontre les 
deux droites SL, SL' en deux points m, 
m', on aura toujours pour chaque posi*- 
tion de cette transversale comprise à la 

i3 
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fois dans les deux angles APB, C'PB\ ou située au dehors .^ 
la relation 

Aw.B'm'-t-Bm.C'w' 



B/n 



= 11. 



Que par le point P on mène une parallèle à SU, qui 
coupe SL en I; qu'on prenne BI := AI, le point B est dé* 
terminé; et la droite PB marque sur SL' le point B'. La- 
droite P A rencontre SL' en A'; qu'on prenne fi = CA': la 
ligne [i est déterminée. 

Supposons que la transversale soit intérieure aux angles 
APB, C PB' ; il faut démontrer que 

A/n.B'/w'-hB//i.C'/w' ^, ., 
B/w 

Or C/A' = CW-l- m'A'; par co)iséquent, il suffit de faire 
yoir que 

Am.B'm' = Bm.m'A'. 

En effet, les quatre droites qui partent du point P font 
sur les deux transversales SL, SL' des segments tels, que 

A m Ai »/A' ,T VT V 

r; — I 7^ = zr, — ;9 (Lemme AL ) 
B/w IB B'm' ^ ' 

ou bien, puisque AI :;= IB par construction, 

Aw __ m'k! 
Bw~" h' m'y 
eu enfin 

A m . B'iwf = Bf/i . m' A'. 

G. Q. F. D. 

- Donc, etc. 

LvMME. -^ Quand deux points ^variables m, vn! sur 
deux droites àb, a'b' soni liés par la relation 

am ^ a' m' 
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si Von prend deux points arbitraires c, d sur la première 

^y droite, et les deux points c', d' qui leur 
correspondent sur la deuxième droite : 
on peut déterminer une constante /m, 
telle,* {fu^'on- aura toujours 




cm 



c m 



dm ~^ ^d'm' 



La valeur de cette constante est 

\be 



ca 



v- = 



\bd — ad 



En efiet) qu'on place les deux droites ab^ alV de manière 
que les deux points a, al coïncident, les quatre droites hb\ 
cc'^ dd* et mn^ concourent en un même point. Car on a, 
par hypothèse, 



Donc 



am 


^ à' m' 
-^' b'm' 


ac ^ a' c' 


bm 


" bc — '"b'c' 




a m av 

• 


a' m' a'e' 

_ m 



bm' bc'^ b'm** b'd 



Ce qui prouve (Lemme XVi) que les trois droites fr^, cd et 
mm! concourent en un même point. Et le même raisonne- 
ment s'applique à la droite dd' . 

D'après cela, il existe entre leç deux systèmes de quatre 
points a^ Cj rf, m et a', </, d\ m' (Lemme m ou Lemme 
XVI), la relation 



ou 



Or 



cm 

• 


ca c m c a' 


dm ' 


da d'm"d'a*" 


'/I 


c' m' ( c^ ^ c' a' \ 


m 

1 


d'm'^ \da' d'à'] 




ac ^ a' d 
bc-^^'Pd' 



i3. 
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d'où i 

Pareillement 

Donc 

\hc 





a'cf 
a'd' 


ae 
'^ ad' 


Xàc-h- 


ca 


ac 
ad 


a'(/ 

• 




Xbd-- 


ad' "" 


'a'd' 


Et, 


par conséquent, 














cm 


</m' 


\bc-h 


ca 




' 




dm " 


~ d'm' 


\bd-^ 


ad 



ca 



C. Q. F, D. 

Corollaire /. Si l'on suppose que le point c coïncide 
avec ttj il s'ensuit que Téqualion 



am ^ a' m' 

bm ' b' m' 



donne lieu à celle-ci : 

am a' m* X . ba 



dm d' m' \,bd — ad 



Corollaire II. On peut prendre le point d de manière 
que Téquation devienne 



am a' m' 



md d' m' 

En effet, il suffit de faire 

\.ab 
l.bd^ad"^^' ^'<^^ = ^'^d—ad, 

l.ab = 'k.(ad — ab) — ad, ad=^hfÈ. 

X — I 

Cette dernière expression fait connaître la position du 
point d. 

Il existe une autre détermination très-simple de ce point. 
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Soit I la position que prend le point m quand mf est à 
l'infini ^ position qu'on détermine par l'équation 



L'équation 



devient 



al 
bl 


— 


l. 


am 


a' 


m' 


md 


d 


'/»' 



la 



Ainsi le point I est le milieu entre les deux'points a et if/; 
et cette considération sert à déterminer le point d. 

PoRTSMB XC. — Quand deux points variables m, m' 
sur deux droites ab, a'b' (qui peui^ent être coïncidentes)^ 
sont liés par la relation 

am ^ a' m! 

bik"^ Vm'' 

on peut prendre arbitrairement un point à! et déterminer 
deux autres points c, g et une ligne |x, tels, que si les 
segments am? cm se troui^ent de même direction ou de 

m a '5 a' m' b' d' 

: — c 9 ? 

directions contraires, et si les segments, ïlval et à!ia! sont 
aussi de même direction ou de directions contraires, on 
aura toujours la relation 

amM m* -i- cm.d' m' 

: = a. 

gm ^ 

En effet> d'après le Corollaire II du Lemme qui vient 
d'être démontré, on peut trouver deux points £ et d.^ tels, 
qu on ait toujours l'équation 

am ' a* m* , , , . 

— = -T — ; 1 ou am . c rn ■= me . a m, 
me c m 
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Ecrivons : 



am. {dh'-hVm') = me (afd'—ni'd'), 



am,Vm' 



me . m!d' = me . a! d' — am . d h* 



Introduisons un point g^ en remplaçant dans le second 
membre atn par (gm — ga)^ et me par {mg — cg^ \ il vient 

am.V ml -^ em,d^ m' = gm[dla' — cfV)'^ga.c'b' — gcda. 

Qu'on détermine le point g par IVquation 

ga _ d' a' 

^l la constante p. ainsi 

réquaiion devient 

am,b'm' '\' cm'd' m! ^lyL.gm, 

c. Q. F. n. 
PoRisiftÊ XCI. — De chaque point M d'une droite 
LM on mène à un point fixe P un rayon qui rencontre 
une droite AX en m ; et du même point M on abaisse 
une perpendiculaire Mm' sur une autre droite B'iy; le 
point A étant donné sur, la droite AX, et les points B', IV 

sur la deuxième droite 

BfU : on pourra trou* 

^er deux points C etG 

sur la droite AX, et 

une ligne jui, tels, que, 

quand les points m et 

m! se trouveront à la 

fois entre A et C, et entre B' et D', respectwement, ou 

bien lorsqu'ils seront à la fois hors de AC et de Bfiy^ la 

somme des deux rectangles Am.B'm' et Cm-IKm' sera 

au segment G m dans le rapport de la ligne [i à l'unité. 
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11 s* agit dé démontrer régalité 



= /x. 



Qu'on mène à la droite LM, par le point P une parallèle 
qui rencontrera la droite ÂX en I, et qu^ou prenne le point 
C sur le prolongement de ÂI, à la distance IC = AL 
• La droite PC rencontre la droite LM en un point c d'où 
Ton abaisse la perpendiculaire .cC sur B'D'. Du point a 
où PA rencontre LM, on abaisse sur B'iy la perpendicu- 
laire a A'. Le point G se détermine par la proportion 



G A A' D 



'Tif 



GC ■" B'G' ' 
et Ton a 

,ji=;=D'A'— CB'. 

En effet, les quatre droites PA, PC, P/n, PI coupées par 
AX et LM) donnent 

Ani AI a M ., .^V . 

"~7^ • îTî = ~ïî ' (Lenime XI. ) 
#n G IG c M ^ ' 

ou 

km aM 



j 



mC cM 
puisque AI == IC. 

Or, à cause des parallèles aA\ Mm\ cC\ 

«M_AW 

Donc 

A m A'w' 

D'après cela, la démonstration du Porisme précédent 
s'applique au Porisme actuel, 
s Donc, etc. 
Porisme XCII. — Autour de deux points fixes P, Q 
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droites parallèles qui rencontrent en m et m' les deux 
fi côtés AB, CB : le rectangle A m. Cm' 

est donné. 

Soient N, N' les points dans lesquels 
la droite PQ rencontre les deux côtés AB, 
GB, on a 

Am.Cw'=AN.CN'. 




blables que 



En effet, on voit par les triangles sem- 



A/R 



AP 



par conséquent 



CQ AP _CN^ 

Cm' ^' AN "~ CQ 



km CN' 



AN 



Qm' 



OU 



Am.C/n'=AN.CN'. 



C. Q. F. D. 

PoRiSME* XCVI. : — Si autour de deux points fixes P, 
Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur une 

droite donnée de position 
LF, et rencontrent une au- 
tre droite fixe AX en deux 
points m, m' : on pourra 
trouv^er deux points I, J' sur 
cette dernière droite y et un 
rectangle v-i tels, que le produit des deux segments \ïn y 
Vvû! sera toujours égal à ce rectangle v. 

Qu'on mène parallèlement à la droite fixe AX la droite 
QC qui rencontre LF en G : la droite PC coupera AX en I. 
Que pareillement on mène la droite PD parallèle à AX, la- 
quelle rencontre LF en D : la droite QD coupera AX en J'. 
Les deux points cherchés I, J' sont ainsi déterminés. 




( »o5 ) . 

Quant à la «onstanie v, soit F le point de rencontre de 
la droite LF et de AX 5 on aura 

v = IF.J'F. 

r 

Il faut prouver dès lors que 

Im.J'm'^IF.J'F. 

Or cela résulte, sans difficulté, du Lemme XI (proposi- 
tion 137). En effet, d'une part, en considérant les quatre 
droites PM, PF, PC, PD coupées par les deux AX et LF, on 
trouve 

Iyyi_CM^DM 

if~cf*dF' 

et, d'autre part, en considérant les quatre droites QM , QF, 
QC, QP coupées par les deux mêmes 

J'F CM DM 



/ f 



rm 



Donc 



ÏF 



CF 'DF 



JF 



J'/w' 



ou 



Im.-JW=IF.JT. 



c. Q. F. n. 



PoRiSME XCVII. — Quand deux droites tournent au- 

tqur de deux points fixes en faisant 
entre elles un angle de grandeur don^ 
née, et quelles rencontrent en deux 
points m, m' deux droites données de 

m 

position : on peut troui>er sur ces der^ 
nières droites deux points fixes I et J', 
et un rectangle V, tels, que le rectangle 
Im. J'm' soit toujours égal à ce rectan- 
gle v. 
En effet, considérons quatre systèmes de deux droites 
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inclinées eiitr(^ elles sous Tangle donné. Dans le premier 
système les deux droites reuconlreui, respecHvement, les 
deux droites données en a et a'; dans le deuxième système, 
en m et rn!\ dans le troisième système, la droite menée par 
le point Q est Qi parallèle à l'une des deux droites données, 
et la droite menée par le point P rencontre Tautre droite 
donnée au point I^ enfin, dans le quatrième système, la 
droite issue du point P est Py parallèle à cette dernière 
droite donnée, et la droite issue du poiiit Q rencontre l'autre 

en J'. 

Les droites Pa, Pm, PI et P; coupent la droite a'/w' en 
quatre points que nous appellerons A, M, i et J. On a 
entre ces points et les trois a, f/i, I la relation 

Im /M JM ,, V* . 

Mais ces quatre droites font entre elles les mêmes angles 
que les quatre droites correspondantes Qa', Q/n', Q/ et 
Q J' : par conséquent, on a entre les quatre mêmes points 
A, M, J, i et les trois a', ///', J', la relation 



Donc 



/M , JM J'û' . , „ . , 



-—=3 ---7-, ou 1/72. J'm r= la.J'a'. 
la J a 



Ainsi V = la. J'a' = const. Ce qui démontre le Porisme* 

Obseivation, Si les deux points P, Q coïncidaient, au- 
quel cas il y aurait à considérer un angle de grandeur don- 
née tournant autour de son sommet, et dont les côtés ren-^ 
contreraient les deux droites fixes en deux points m, m! : 
la proposition qui vient d'être démontrée permet de con- 
clure qu'il existe dans ce cas sur les deux droites deux points 
I et J' donnant lieu à la relation constante 



Im.J m =: const. 
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PoaiSME XC\IIL — Si autour de deux points P, Q on 
fait tourner deux droites faisant, respectit^ementj ai^ec 

deux droites fixes PX, QY 
deux angles égaux, mais en 
sens contraire^ ces deux droi- 
' tes tournantes rencontreront 
deux droites fixes AZ, B' 1/ en 
deux points m, m' : et Von 
pourra trouv^er sur ces dernières droites deux points I, J', 
tels, que le rectangle I m . J'ni' soit égal à un rectangle dé" 
terminé. 

Qu'on mène la droite PI faisant l'angle IPX égal à l'an- 
gle qu'une parallèle à B'U', menée par le point Q, fait avec 
la droite QY \ le point où celte droite PI rencontre AZ est le 
point I demandé. On détermine, semblablemeht, le point 
J' sur B'U', eu faisant Tangle J'QY égal à celui qu*une pa- 
rallèle à AZ, menée par le point P, fait avec la droite PX. 
La démonstration de ce Porisme est semblable à celle du 
Porisme précédent. 

Porisme XCIX. — Si de cliaque point M d'une dtvite LM 
on- mène une perpendiculaire Mm sur une droite fixe 

AX^ et une droite MP aboutissant 
à un point fixe P, laquelle ren- 
contre une troisième droite BY en 
un point m!: on peut trouver sur 
les deux droites AX, BY deua: 
points I, J', telsj que le rectangle 
I m . J' m' sera égal à un rectangle 
déterminé v. 

Qu'on mène par le point P une parallèle à BY, qui ren- 
cenlre la droite LM rni t, et que de ce point on abaisse une 
perpendiculaire il sur la droite AX. Le pied de cette per- 
pendiculaire est le point cherché I. L'autre point J' sera 
situé à rinlerseciion de la droite BY et d'une parallèle à la 
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droite LM, menée par le même point P< Et Ton aura 

I/n. J'm'= const. = V. 

La démonstration n'offre aucune difficulté, d'après ce 
qui précède. 

PoRisME C. — Étant donnés un triangle ABC et une 

droite DE parallèle à la base 
AB, si autour d*un pointV situé 
sur cette droite on fait tourner 
une transs^ersale qui rencontre 
les deux côtés du triangle en 
deux points dL^ b, et qiion mène 
les droites Aa, Bb qui rencontre nt *DE en m et m', le rec" 
tangle F m . F m' sera constan t. 

Ce théorème est une conséquence du Lemme XI. En 
effet, les trois droites AB, AC, A a coupées par les deux 
FD, Fa, donnent, d'après ce Lemme, 




On a donc 



Vm 
PD 


Pb' 


Fa 


s droites 


BA, 


BC, B 


PE 
Pm'" 


Pa 
"Pb 


• 
'Vb 


P/n 
PD 


PE 


Pm.Fw' 


=:PD.FE, 



ou 



Ce qui démontre le Porisme* 

FoEisME CI. — Étant données deux droites OA, OL, 

et un point A sur la première^ si 
par ce point on mène arbitrairer 
ment deux droites AM, AM' qui 
rencontrent la droite OL en M et 
^' M', et que par ces points on mène 
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deux autres droites Mm, ^w! parallèles y respeclwemsnt, 
à AM', AM^ ei qui coupent OA en m, et ixi! : le rectangle 
Om^Oto! est donnée- 
On a, en effet, 

Om.Om'=ÔA*. 

Car les triangles ' semblables formés par les parallèles 
donnent 



Donc 



Om _ OM OA __0M 

OA "" OM' ^^ O^n'^OM' 



TT-p — 77—7» ou Om.Om' = OA. 
OA Om' 



Remarque. Il existe encore d'autres relations .entre les 
segments déterminés par la construction de ce Porisme. 
Telle est la relation 



Om A/îi 



Om' 



Km' 



qui se déduit des menées triangles semblables. 

En effet, 

0/w OM Om' OM' 



D'où 



Mais 



A m ""MM" A/?i'"~"MM' 

Om _ Am^ OM 
Ôm^ "~ Am'^OM'' 

Am _ mM _ OM 
ï^ ^ AM' "" Ôîif ' 



Donc 



Om Am 

Ôm'" 



A m' 
On a aussi cette autre relation 



-a 



Am = aA/x.O/n, 
ii, étant le milieu de nrnJ, 



'4 
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. On voit eflfeclivemcnt que 

Am _MW 
Oiw "■ OM ' 
et que de plus 

Am' — Ani _Am' _2Ël_ _ OM^ — OM _ MM^ 
Am ""A/w *""0M '"^ OM OM 

Donc 

A/w Am' — A/w aApt 



Om A ni A m 



ou 




Am = aAfx.Om 

n* Genre (i). 

PoRiSME CIL. — Étant données deux droites SA, SA', 
si par un point donné P^ on mène une droite qui les 

rencontre en a, a', et sur laquelle on 
prend le point m déterminé par Vé- 
galité 

ma Va 
ma'^Va'' 

ce point est situé sur une droite donnée de position. 

Cela résulte du Lemme XIX (proposition 1 45). Car soient 
PBB' une position de la droite menée par le point P, et M 
le point déterminé paf l'équation 

MB PB 
MB' ""PB'' 

D'après le Lemme, le point m, quelle que soit la direc- 
tion de la droite Paa', sera situé sur la droite SM. 



* ( ly Voir Vénoncé de ce Genre, p. 1 1 7 . 




PôRisMÉ CIlK — Étant donnés deuoÈ droites SA, SB 

et un point P, si pat ce point un 
mène deux droites çfielc&nques qui 
rencontrent les deux droites dotmées 
en a, a' et b, B': le point de cOn-- 
cours deè diagonales al/, hafsera sur 
une droite donnée de position» 

Ce Porisme est encore une conséquence du sei^l Lemme 

XIX- 

En effet, soient «y S les points déterminés par le& égalités 

Ilréitflt€i du Lemme XIX que la droite aS passe par \e 
point S, intersection des deuxdroites ab^ cih\ et aussi par 
le point m^ inferse<;tion des detix droites ahi^ ci h. 

Mais d'après le Porisn^e précédent, k droite Sa€ est dé- 
terminéç d^ position; donc le point m est sur une droite 
déterminée de position. 

. C, Q. F. D. . 

- PoRiSME CIV. — Trois droites étant données de position 
et trois points A, B', C^ étant donnés sur ces droites ^ ji 
l'on cherche un point M, tel, que les pieds des perpendi- 
culaires abaissées de ce point sur les trois drofites étant 
m, m', m'', on ait entre les segments Am, B'm', d'tti^^ la 
relation 

\et^ étant deux raisons donitées : le point M sera sur une 
droite déterminée de position. 

Cetfe proposition est une conséquence du Porisme 
LXVin, d'après, lequel, *si l'on détermine démt points Mi, 
Mj satisfaisant à la question, c'est-à-dire à Téqaation- 

Aw-f-^.B'iw' 

'4. 
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une infinité d'autres points de la droite MtMf satisferont 
aussi à cette équation. 

PoRiSME CV. — Trois droites étant données de posi- 
tion, si Von cherche un pbint M, tel, que les obliques M-p, 
Mp', Mp'' abaissées de ce point sur les trois droites^ sous 
des angles donnés, aient entre elles la relation constante 

Mp" —f^*^ 

i et p. étant des raisons données : le point M sera sur une 
droite donnée de position. 

Ce Porisme se déduit sur-le-champ du précédent; car si 
par un point A de la première droite sur laquelle tombent 
leis obliques Mp on mène une parallèle AX à ces obliques^ 
et par chaque point M des parallèles à la première droite : 
ces parallèles feront sur AX des segments A m égaux, res- 
pectivement, aux obliques M^. Si Ton remplace, sembla- 
blement, les autres obliques M^', Mp" par des segments 
B'm', Cl'm"*^ on aura, entre les trois segments correspon- 
dant au même point M, la relation 

et, conséquemment, le point M sera sur une droite déter- 
minée de position. 

Remarque, Ce Porisme est un cas particulier d'une pro- 
position des Lieux plans d'Apollonius, rapportée par Pap- 
pus, en ces termes : 

Plusieurs droites étant difnnées, si d 'un point on abaisse 
sur ces droites des obliques sous de^ angles donnés, et que 
le rectangle d'une oblique et d^une (ligne) donnée^ plus 
le rectangle d'une autre oblique et d'une donnée, fasse 
une somme égale au rectangle d'une autre oblique et d'une 
donnée j et semblablement pour les rectangles des obliques 
restantes: le point sera sur une droite donnée de position. 
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PoRiSME GVI, — Quand deux angles de grandeur conS'^ 
tante MPm, MQm tournent autour de leurs sommets P, 

Q de manière <fue les 
côtés PM, QM se croi- 
sent toujours sur une 
dMte LM donnée de 
position j P angle P 
étant donné de gran-^ 
deur : on peut déter* 
mitier la grandeur de 
V angle Q, de manière que le point d^ intersection des côtés 
Pm, Q m des deux angles soit aussi toujours sur une droite 
donnée de position. 

Que Ton place l'angle P de manière que son second côté 
Pw coïncide avec la droite PQ, son premier côté PM vien- 
dra couper la droiteLM en un point C ; que Ton prenne Tan- 
gle Q égal à CQR, dont le premier côté est QC et lesecotid 
QR prolongement de PQ. Cet angle satisfera à la question* 
En effet, considérons les deux angles mobiles dans quatre 
positions, où leurs premiers côtés se croisent sur la droite 
LM en quatre points A, B, M, C. Dans les trois premières 
positions, leurs seconds côtés âe croiseront en trois peints 
a, b^ m\ et dans la quatrième position, ils coïncideront sui<- 
vant la droite PQ. 

Soit c le point où la droite ab rencontre PQ ; et suppo- 
sons qu'elle coupe les deux côtés Pm, Qm en deux points 

On a entre les quatre points A, B, M, C et les quatre a, 
i, /7ii, c (par le Corollaire III du Lemme IJI, p. 84)» 



■ ■ 


am^ 


ac AM AC 

• • 




bm^ 


• bc "^ BM ' BC 


Pareillement 




• 




am-i 


ac AM AC 

• • 




bm^ 


' ^c ~" BM • BG 
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Donc 



amt 
bnii 



bmt 



Ce qui prouve que les deux points m^ m^ coïucident, c'est* 
à-fdire que le point m se trouve sur la droite ab. 

Le Pprisme est donc démontré. 

PoRiSKE CVII. — Quand deux droites LA, L'A' sont 
divisées en parties proportionnelles par deux points "ua- 
riabies a, a', entre lesquels a lieu, par conséquent, une re- 
lation telle que —7—; = X, si Von prend 

sur chaque droite aa' le point m qui la 
divise dans un rapport donné fi : ce point 
est sur une droite donnée de position ; et 
cette droite est une de celles qui diuisent 
^' LA et L'A' en parties proportionnelles, 
"En effet, soient m et m' les points qui divisent les deux 
droites o^', &&' dans le rapport donné fji» La droite mm^ ren< 
contre les deux droites LA, L'A' en c et c'. Des parallèles à 
cette droite mmfy menées par les points a, i, coupent L'A' 
en a et S. 

On à, par les triangles semblables^ 




• 


c'a ?na 


m 


* 


c'a'^ ma'^ ^' 




Et de même 


c'6 m'b 

c'b' ~ m'b''^^' 


• 


Donc 






c'a 


c/e c'of. 


c'a' 


?!'- 


%'A'^ ^" c'g 


7F'- 


Mais à cause des pai 


rallèles a a, 66, ccf^ 


c^a. ca 
c'^'^Tb 


Donc 


ca c'a' 





cb 



c 



'b' 
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Ce qui prouve que la droite mm' ou cd est du nombre des 
droites aqly bb\ . . . , qui divisent les deux LA, L'A' en par- 
ties proportionnelles. Or par le point m on n^e peut mener 
qu'une telle droite (i). Donc les points m'\ W, ..• qui 
divisent d'autres droites dd\ ed ^ . . . dans le rapport fi, 
seront sur la droite cd , Donc, etc. 

Corollaiœ. Puisque chaque droite qui divise en parties 
proportionnelles les deu:c droites aal^ hV est une de celles 
qui divisent en parties proportionnelles les deux droite» 
données I-^A, L'A', on en conclut ce théorème : 

Quand deux droites LA, L'A' sont divisées en parties^ 
proportionnelles par un système de droites aa', bb', . *. . , 
deux quelconques de celles-ci sont divisées en parties pro^ 
pqrtionnelles par toutes, tes autres, y compris les deux 
LA, L'A'. 

PoRiSMB CVIII. — '-Quand, trois points variables m, m', 

m" sur trois droites fixes L, L', L" A*- 
v^ùent ces droites en parties propor^ 
tionnelles, le centre de gravité du tri- 
angle mm' m" est situfi sur une droite 
déterminée de position^ 
En effet, le centre de gravité g du triangle mm! ni' est si- 
tué sur la droite menée du point m au milieu ^ de ni! m" k 




(i) En effet, si trois droite» rta', hb\ ce' passaient par uii même point m, 

on aurait, en appelant S le point de rencontre d«8 deux droites LA, L'A', 

réquation 

ah Sh a'b' Sb' ;, -„ . ^^ , 

— : — :=_— ;^— — , fLemnielIIdePappus.) 
ac Se a' c' S c' * . 

nb a'b' ^ Sb Sb' 

Or, par hypothèse, — = ^7^,. Donc ^ = ^r 

Mais cette proportion exprime quelesdeux droites bb', ce' sont parailèlès; 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc trois droites qui divisent en parties 
proportionnelles deux droites Aonnées LA, L'A' non parallèles, ne peuvent 
pas passer par un même point» 
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une distance mg = -m/i. Or le point fz est sur une droite 

déterminée de position^ qui est une des droites rtilnil^ (Po-* 
risme précédent). Et le point fx fait sur cette droite des 
divisions proportionnelles aux divisions que le point ni! fait 
sur L' (Corollaire précédent), et, par conséquent, propor- 
tionnelles aux. divisions que le point m fait surL. Donc le 
point. ^ qui divise la droite m^ dans un rapport donné, est 
situé sur une droite déterminée de position. 

c. Q. F. n. 
. Pokisme'CIX. — Si de chaque point M d^une droite 
L. donnée de position on abaisse des perpendiculair'es 
sur trois droites fixes , le ffiangle déterminé par les 
pieds de ces perpendiculaires a son centre de grawté situé 
sur une droite donnée de position. 

En effet, les pieds des perpendiculaires divisent les trois 
droites en parties proportionnelles. Par conséquent, le 
Porîsme est une conséquence du précédent. 



Pquisme CX. 



m« Genre (i). 

Quand deux angles égaux APA', 
AQA' sous.' tendent une 
même corde AA', si Von 
fait tourner le premier P 
autour de son sommet : les 
cordes aa^, bb', . . . , mm' 
que ses côtés interceptent 
entre les côtés du second 
Q, seront dix^isées toutes 

par la droite AA', dans une raison donnée, . 

Les deux points variablçs m, m forment sur les deux 

droites indéfinies QA, QA' deux divisions semblables, et 




c a 



(i) Voir V^^noncé de ce Gen^e^ p. 133. 
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on a 

km • Ka 



-, = const; = 



A' m' A' a' 

En effet, quand le côté PA de l'angle mobile devient PC 
parallèle à la droite QA, Tautre côléPA' devient en même 
temps PC parallèle à QA'. Les quatre droites PA, Pa, P.m 
et PC ont leurs angles égaux, respectivement, à ceux des 
droites PA', Pa', Pm' et PC Appelons À'', a\ /r/', C les 
points où ces droites rencontrent QA. Ces points et les trois 
A^a,m donnent Heu (d'après les Corollaires des Lemmes IH 
et XI, p. 83) à l'équation 

Aa _ A^^ a" ^ C'a" 
Am ■" A"/w" • CW' 

On a, pareillement, entre les quatre mêmes points A", a", 
m'', C" et les trois A', a', wa\ 



A' a' A"û" C'a" 



Donc 



ou 



A' m' A" m" ' C"/» 



A/w _ A' m' 
Aa " A' a' ' 



A m A a 

f—f = const. 



A'//j' A' a 

Ainsi les deux droites QA, QA' sont divisées en parties 
proportionnelles par les cordes mmf. Dès lors, d'après le 
Porisme CVII, l'unie de ces cordes, par exemple A A', divise 
aussi toutes les autres en parties proportionnelles. Si donc 
a et |x sont les points où les deux cordes aa! et mm! rencon- 
trent AA', on a 



■•. 



uL/n ua 

' — ? = — ; = const. 



G. Q. F. D< 
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V Genre (i). 

. ' PoRiSME CXI. -^ Étant données trx>i's droites A, B, C 
et deux raisons "k et [x: on peut trouver une quatrième 
droite D, telle, que toute droite coupée par les trois pre^ 
mières en trois points a, b, c faisant des segments ab, 
bc dans le rapport X , sera coupée par la quatrième D en 
un quatrième point d, qui déterminera des segments da, 
db dans le rapport donné fx. 

En eflet, si les droites abçy clV d^ o^h"d'^ . . . sont divi- 
sées en parties proportionnelles par les trois droites A, B, 
C, deux de ces dernières, A, B, sont elles-mêmes divisées 
en parties proportionnelles par les droites ahc^ a'iV, .... 
C'est ce qui résulte du corollaire du^Porîsme CVII. Donc, 
d'après ce Porisme même, si Ton prend sur celles-ci les 
points rf, /i', . . . , tels, que Ton ait 

da _ ^'«'_ 

ces points rf, ri', . . . seront sur une quatrième droite D dé- 
terminée de position. Ce qui démontre le Porisme énoncé. 

VP Genre (2). . 

Porisme CXII. — Étant donnés trois points A, B, C 
et deux raisons X et fx, si Von demande une droite telle ^ 
que les perpendiculaires p, q, r abaissées des trois points 
sur cette droite aient entre elles la relation 

p-^\,q 

cette droite passera toujours par un même point. 

Cela résulte du Porisme LXXI, d'après lequel^ si Ton 



(i) Voir l'énoncé de ce Genre, p. i36. 
(2) Voir Téuoncé de ce Genre, p. 139. 
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détermine deux droites satisfaisant à l'équation proposée, 
toute autre droite menée par leur point d^intersection y 
satisfera aussi. 

PoRi3KE CXIII. — Étant donnés deux droites SA, SA^ et 

deux points P, P en ligne droite 
a^ec le point S, si autour de ces 
points on fait tourner deux droites 
parallèles qui rencontrent ^ respect 
tii^ementy SA et SA^ en laet w! : la 
droite rawl passera par uri point 
donné. 
En effet, soient l?ay et Pa' deux droites parallèles, et P6, 
P i' deux autres droites parallèles \ les quatre droites PS, 
Pa, P&, Pm font entre elles, deux à deux, des angles égaux 
aux angles formés par les quatre droites PS, Pa', Pi', 
P/n'. Par conséquent, on a (d'après le Corollaire IJI du 
Lemme III, p. 84), 

Sa.mb _ Sa'.M'b' 
Sb.ma "^ sFTwV* 

Et cette équation prouve, diaprés le Lemme XVI, que la 
droite mm' passe par le point d'intersection des deux droi- 
tes aa\ bb\ Ce qui démontre le Porîsme. 

PoRiSME CXIV. — Un triangle ABC étant donné, si par 

le pied de la perpendicu- 
^ laire abaissée du sommet 

C sur la base AB, on mène 
deux droites faisant des 
angles égaux auec la per^ 
pendiculaire et rencontrant.^ respectivement, les côtés CA, 
CB en a et b : la droite a\> passera par un point donné. 
Soit a'i' une deuxième droite semblablement détermi- 
née, Los quatre droites DC, Da, Da et DA fout entre elles 
des angles égaux à ceux des droites DC, Di, D6' et DB. Par 
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conséquent, on a entre les deux systèmes de quatre points 
C, aj al^ A et C, i, b\ B (d'après le Corollaire III du 
LemmellI, p. 84)9 réquallon 



Za Ka C& B^ 



ou 



Cflf.Afl' 



cFTbT' 



Donc, diaprés le Lemme XI ou le Lemme XVI, les trois 

droites ah^ cib' et AB passent par un même point. Ce qui 

démontre le Porisme. 

PoRisME CXV. — Si de chaque point (Vune droite 

donnée de position LE, on abaisse sur deux droites pa^ 

rallèles deux obliques sous des angles 
donnés : fa droite qui joindra les pieds 
de ces obliques passera toujours par 
un même point. 

En eflet, soient w, ni' et A, A' les 
pieds des obliques abaissées de deux 
points M et a de la droite LE : on a 
par les triangles semblables (comme 
au Porisme XLVI), 

Am AE A'E' 




A'/w' 






rtE' 



Mais, eu appelant P le point où mm' rencontre A A', on 
aura visiblement 



AP 



Am 



A'P A'/w' 



AE 
aE 



A^ 
aE' 



= const. 



Donc le point P est fixe. Donc, etc. 

Porisme CXVI. — Quand trois droites sont parallèles^ 

si autour de deux points Vy Q on 
fait tourner detix droites qui se 
conpent sur Vune des premières et 
rencontrent les deux autres en deux 
points m, m' : la droite mm! passe 




u P 



par un point donne» 



{^21 ) 



En effet, on a 



Km 
W 



EP 
FP 



= rrir et 



F/ m' 



Donc 



E/7Î 



FM 
EP , E'Q 



E^Q 
FQ^' 



E' w' FP • FQ 
Maïs la droite mm' rencontrant PQ en p, on a de plus 



Donc 



E/?i _^ Ep 

Ep^_ EP ^ Y/_Q 
E'p "^ FP * FQ 



Le point p est donc fixe. Doncj etc. 

PoRiSME CXVII. — Étant doupées trois droites SA, 

SB, se fjui passent par le même 
point s, si autour de deux points 
fixes P, Q on fait tourner deux 
droites qui se coupent sur l'une de 
ces droites SC, et rencontrent^ res- 
pectivement, les deux autres en a 
et h: la droite ab passe par un point donné. 

En effet, soient c et p les points où la droite ab rencontre 
SC et PQ. Le Lemme BU, appliqué d^ abord aux trois droi- 
tes SA, SB, se coupées par paft, p AB, fournit la relation 




rp , ^__ Cp , Bp 
ca ' ba CA. ' BA' 



Et pareillement, à Tégard des trois droites min, mb^ me 
coupées par les deux mêmes, 

4 . ^ ^ £p . Qp 

ca 'ha CP • QP' 

De ces deux égalités résulte celle-ci : , 

Bp _ BA.CP 
Q^~ CA.QP 
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qui détermine la position du point p sur la droite PQ, Ce 

qui démontre le Porisme. 

Porisme CXVIII. — Si sur deux droites^k. SB dont les 

points A, B sont donnés^ on prend deux 
points m, m^ liés par l-équation 

Am.Bm'=AS.BS: 




la droite mm' passera par un point donné. 
Qu'on forme sur les deux droites SA, 
SB le parallélogramme ASBP ] le sommet 
P sera le point par lequel passe la droite mm!. 

En effet, si l'on considère les droites PA, PB et une troi- 
sième menée par le point P et rencontrant SA, SB en m, 
m!^ on aura évidemment 

SA Bm' 



A m 
Donc etc. 



SB 



ou Am.B/n' = AS.BS. 



Vn* Genre (i). 



PoRtdBfE CXIX. — Étant donné un angle ASA', o» fait 
tourner autour d^un point P une droite (fui rencontre les 

côtés de V angle en a et 
bIi d' un autre point Q 
on mène tes droites Qa, 
Qa' qui coupent une 
droite fixe CD parallèle 
à SQ, en deux points m, 




m 



// existe sur CD un 
point E, tel, que le rapport des deux segments Em, Em' * 
reste constant. 

Ce point E est à l'intersection de la droite CD, par la 
droite PQ. 



(i) Voir renoncé de ce Genre, p. \[\f\. 
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En ellet, soîl P&6^ une deuxième position de la* droite 
tournante : Qt et Qé' déterminent sur CD les points 6, &. 
D'après le LeramelII, les trois droites Vaal^ Pii'et PAA' 
CQUpées par SA , SA', donnent 



Sa ka Sa' K' a 



I ^f 



Sb'Ab Sb'^A'b' 



Mais» d'après le Corollaire II (p. 83), les droites QS^ 
Qa^ Q&, QA, coupées par SA et CD, donnent aussi 



- 




Sa ka E6 
S^ • kb "^ E/w 


Et de môme 


» 


Sa' k'a' E6' 

S^' • k'b' "" E/w' 


^nc 


E/n 
E€ 


E/n' ' E/n Eê 
" E6' ' °" E/n'~Ee'' 

C. Q» F. D 

Vni* Genre (i). 



PoRTSME CXX. — 5/ de chaque point M dUine droite 
LG o/i mène à un point fixe P ii«e droite qui rencontre 

une autre droite AX en un point 
m 5 eit ^£/e c?u même point M o/ï 
abaisse une perpendiculaire Mm' 
5/ir /a droite KX. ; le point A éfa/zf 
donné sur aX. et une ligne a ^faw/ 
aitf5/ donnée : on pourra trouver 
deux autres points I ef A' sur AX 
e/ «ne raison X, fe/j, ^we /'o/i aura l'équation 

Im.A'/n' 




km. a 



= 3l. 



(i) Toir renoncé de ce Genre, p. i49- 
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Qu'on mène par le point P une parallèle à LG, qui ren- 
contre la droite AXen I; puis, qu^on prenne IC = a«. Qu'on 
mèue PC qui rencontre la droite LG en c, .et qu'on abaisse 
sur AX la perpendiculaire cG. En&n, qu'on prolonge PA 
jusqu'à la rencontre de LG en n, et qu'on abaisse la per- 
pendiculaire a A' sur AX. On aura 



Jm.A'rn' A'C 



f r*f 



Am,a 



AC 



En effet, les quatre droites PA, Pm, PC et PI coupées par 
AX et LG, donnent (par le Corollaire II du Lemme XI) 



O] 



Donc 





Im IC 

• 




Am* AC 




ac^ 




«M 


Im IC 


Aie 


A/w*AC " 


-AW' ^ 



ac 



A' m' 



Iw.A'/// A'C 



Am.IC 



AC 



ou, parce que IC = «, 



I/w.A'vw' A'C 



Am.a 



AC 



c. Q. F. n. 
PoRisME CXXL — Si autour de deux points P, Q on 

fait tourner deux droites qui se 
rencontrent sur une droite don- 
née de position LM, et quicou- 
pent une autre droite aussi don- 
née de position AX, en deux 
points m ^ xr!'^ une ligne [i étant 
donnée : on peut déterminer le 
point A sur la droite AX et 
trouver aussi deux autres points A' et I sur cette droite ^ 




(aaa ) 

• • • 

tels, qu'on aura toujours Végalité 

I/w.A'm' 
A/w 

' Qu^on mène par les points P et Q les parallèles à la droite 
AX, qui rencontr.ent la droite LM en jf et i, puis les droites 
P/ çt Q/ qui déterminent sur AX les deux points I et iT. 

Qu'on prenne le point A' à la distance ^. de J', de sorte 
que A'J' = |ui, et qu on mène QA' qui rencontre LM en a, 
puis P. a qui coupe AX en A. Les points A, A' et I satis- 
font à la question : c'esl^^*dire que toujours 

I/w.A'.m' .,,, 
— : = AJ. 

A/w 

•' . _ 

En 6lTet, les quatre droites menées du point P, savoir PA, 
PRl, P« .et Py, coupées par LM et AX en a, M, i', j et 
A, m^ I, donnent (d'après le Corollaire II du LemmeXI) 



Im 



i _ tM ^ ij 



Am ^ aM aj 
On a, pareillement, entre les points a, M, /, i et A', m\ J', 



A'J 



l'y ___ aj ij 



Donc 



\m A'J 



/ T/ 



/I 



ou 



Km a! m 



Im ,A m' A / »/ 

= A J , 



A/w 

' C. Q. F. D. 

Observation. Le point A' déterminé par la condition 
A'J'=fx, peut être pris indifféremment d'un côté ou de 
l'autre du point J'', Il s'ensuit que le Porisme admet deux 
solutions, quant aux points, A et A^ le point I restant le 
même dans les deux cas. 

ï5 
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Il est clair qu'on a aussi la relalion 

— 77 — j — = Al. 

PoiiTSME ÇXXIL — Si Von fait tourner MH' angle de 
j, Ktn i' m* I grandeur donnée autour 

de son sommet O, et ^ue 
ses côtés rencontrent une 
droite fixe AX en deux 
points m, m'^ le point A 
étant donné sur cette droite : an pourra trouuer deuàc 
autres points I et A\ et une ligne yi^ tels s quon aura tQU- 
jours la relation 

Am ^ 

Soit GOG' parallèle à AX. Qu*on fasse les angles AOA', 
lOG' et GOJ' égaux à Tangle mobile mOm^\ et qu'on prenne 
(i = A'y : les points I et A' et la ligne yi seront déterminés ; 
et Tégàlité à démontrer devient • 

Iw.AW 



A/71 



= A'r. 



Les quatre droites OA, O/n, 01 et OG parallèle a AX, 

font entre elles les mêmes angles que les quatre OA', Om', 

OG et OJ'. Concevons une droite transversale qui rencontre 

ces droites dans les deux séries de points a, n^i, g et a\ hf^ 

g', f ^ on aura, entre ces points (en vertu du Corollaire III, 

p. 84), 

an ^ in . û'/î' ^ g^n' 

^g fg «y g"/ 

, Mais les droites OA, Om, 01, OG, coupées par AX et la 
transversale ai donnent (Corollaire II, p. 83) 

an in . Afy* 
iig* ig^ Im^ 



.(21^7) 

ei les droites OA', OW) ÔG^ OJ\ coupées par les deux 
mêmes AX," m', 

Donc 

km k'm* Iwi.A'w' ^,^, 

Ifw . A J km 

c. Q. t, D. 

On démontrerait de même que 



I w^t 



km 



= AI, 



Plus bn'èt^ement. Les quatre points A, m, I, oo ont leur 
rapport anharmonique égal à celui des quatre points A') 
m'y 00 '^ J'. Ce qu'on exprime par Fëqùation . 

km k' m' 



ou 



Im "" A'J' ' 



I/w.AW ., 



Donc, etc. 



-A m 



X* Genre (i). 



PoHisME CXXni. — Autour d^un peint O on fait tour^ 

ner un angle wiOvû! dont les côtés rencontrent une droite 

fixe- LA en deux points m^ vol \ le point A étant donné sur 

L B' A* J' m \ m' k cette droite : -on 

pourra trousser un 
second point B\ un 
rectangle v et wie 
ligne fx, telsj que 
pour une infinité 
de positions de V angle mobile ^ on aura toujours V égalité 

A m . B'm' = y- -H fx . OTw'. 




( 1 ) Voir renoncé 4© ce Genre) p . 1 56« 

i5. 
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Qu'an détermine les points A', I et J', comme au Porisme 
CXXII5 et qu'on prenne B'3'=IA, v = AI.A'A' et fji=AI. 
On aura la relation 

Am.B'/ii' = AI. A' A + AI. m/n' 

pour toutes les positions du point m entre I et J', ou au 
delà, selon que le point donné A est placé au delà des points 
I et J', ou entre ces points^ respectivement. 
En effet, on a la relation 

Am. J'm' = A!mf: AI. (Porisme ÇXXII.) 

Ecrivons : . 

Am. (B'/w^ — B'J') = A'm'. AI, 
A m . B'/w' = A m . B'î' -I- A'm^ Aï, 
Am.B'm'=:raA.J'B'-H(A'A — m'A>AI. • 

OrJ'B' = AI.Donc . 

ATO.B'f«' = (TOA — m'A)AI-(-A'A.AI, 
ou enfin 

A wi . B'/n' = AI . A' A -H AI . OTwi'. 

C. Q.. F. D. 
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IIP LIVRE DES PORISMES. 



Pappus dit : « Dans le III® tÎYrê, le plus grand nombre 
» des hypothèses concernjent le demi-cercle , quelques-unes 
» le cercle et les segments. Pour les choses cherchées, la 
»'. plupart ressemblent aux précédentes. Il y a en outre 
» celles-ci. ». 

Ainsi que nous Tavons fait pour le II® Livre, nous donne* 
rons d'abord les Porismes qui forment les huit Genres spé- 
ciaux au in® Livre, de XXII à XXIX ; et ensuite, ceux qui 
rentrent dans les vingt et un Genres précédents. 

XXII* Genre. 

r<e rectangle de telles droites est au rectaagle de telle et telle autre dans un 

rapport donné. 

PoRiSME CXXIV. — Quand une droite tourne autour 

d^un point p et rencontre deux 
droites SA, SA' données de posi^^ 
tion^ en deux points m, m'^ un 
point A étant donné sur la pre^ 
mière droite : on peut déterminer 
un point A' sur la deuxième et Une 
raison 1, tels,^ que le rectangle Sm. A'm' sera au rectangle 
A m . S m' dans la raison X - 

Ce Porisme est exprimé par le Lemme III (proposi- 
tion 129 de Pappus), 

PoRiSMB CXXV. — Quand deux droites qui tournent 
autour de deux points P, Q en se coupant toujours sur une 
droite LM, rencontrent deux autres droites GX, G'X' en 
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m et m'5 si deux points A ,8 sont donnés sur GXi on peut 

déterminer deux points A', B' 
sur G'X' et une raison ^, tels, 
que le rectangle mA.m'B' 
sera toujours au rectangle 
mB.m'A' dans la raison \, 

En efTet, qu^ori mène lés 
droites PA, PB quî; coupent 
LM en a et i ; puis, les deux droites Qa, Qi qui rencon- 
trent G'X' en A' et B'. Ces deux points sont les points de* 

mandés, et la raison X = ' ^ > * Ûe sorte que Ton a 

(tB . Vr a • 

wA.m*B' GA.G'B' 
/wB./it'A' ""GB.G'A'* 

En effet, les droites PE, PM,Pa, P& coupées par les deux 
IjM, GX, donnent, d'après le CoroU. I du Lemme III, p. 8a, 

Ma £a ^A GA 



MA • E6"'/ïiB 


• GB 




ri .11 ^ Ma Ea w'A' 

Pamllemem M,:Ei=^,B' 


•G'B' 




-. wA GA m'A' G' A' 


/wA.ot'B' 


GA.G'B' 
GB.G'A' 


« • 


c. ç 


K F. D. 



PoAiSME CXXVI. — Quand un cercle passe par trois 

points A, B, C, si autour de deux de 
ces points A, B, on fait tourner deux 
droites qui se coupent en M' siir là cir' 
conférence et rencontrent une corde 
EF en xnetïo!: le rectangle Em.Fm^ 
est au rectangle Fm*Eni' dans une 
raison donnée* 

S'oient D, D^ les points dans lesquels la corde ËF rencon- 
tra les droites AC, BG. Les quatre droites AE, AD, Am, AF 
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font entre elles les mêmes uiîgles que les quatre BE, Biy, 
B;/w^, BF. Par conséquent, on a, entre les deux séries de 
quatre points E, D, m, F et E, IX, m', F, d'après le Corol- 
laire III duLemmelII (p. 84)9 Téquation 



Eut 



F/w 
FD 



Ë 



m' 



F/w' 



ED' • FD' 



ou 



Em.Fffi' _ ï D' . ED 
Em'.Ym "^FD.ED' 



Si EF est parallèle à BC, on trouve alors que 

Em.Fm' _ ÉD 
Em'.F/?i~FD' 

Ainsi le Porîsme est démontré. 

Obseivation. On a encore entre w et m' Téquation 

D/w.Ffw' _ DE 
D'/w'.F/» ~"D^' 

Ces relations^ qui s'appliquent aux sections coniques, con- 
stituent le théorème de Desargues suf Vinv^olutipn^ et for- 
ment, dans la Géométrie moderne, une des propriétés fon-> 
damentales de ces courbes. C'est aussi à ces relations que 
se rapporte le troisième des cinq Porismes de Fermât (Voir 
ufperçu historique j jf. 6y'6S), 

PoRiiSME CXXVII. — Un cercle est circonscrit à un 

triangle ABC, et autour des deux 
'c sommets A, B on fait tourner deux 
droites qui se croisent sur la circon- 
férence, et qui rencontrent en m et 
ml les tangentes en B et A: le rap- 
port des rectangles A m'. S m et 
Sm^Bm est donné. 

En effet, les quatre droites AC, 
AM, AB et AS font entre elles des 
angles égaux à ceux des droites BC, 
BM, BS et BA. Par conséquent, 
d'après le Corollaire III (p. 84), 
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on â, entre les deux séries de quatre points Cy m^ B, S et 
c', m\ S, A, Féqualion 

Am'.Sm Ac'.Sc • 

Sm'.Bm "~ SàThc' . 

Donc, etc.- 

PoRisME CXXVin. — Quand un cercle est inscrit dans 

h c m'ffl a un triangle &hc, si au' 

tour des deux points 

de contact A, 6 o/z 

fait tourner deux 

droites qui se coU" 

pent sur la circonfé- 

c rence et rencontrent 

le côté ab du triangle en .ïn. et m! ] le point S étant à Vin- 

tersection de ce côté pat la dfoite AB : le rectangle S m. S m' 

rera au rectangle am\bm dans un rapport donné. 

— * 

: Ce rapport est , , ? c'est-à-dire que Ton a 




S/7I.S/it' 



se 



am! ,bm aC.^C 



En effet, les quatre droites AS, A&, AC^ km font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites Ba, BA, BG, B/r/.. 
Par conséquent, les deux systèmes de quatre points S, i, C, 
m et â, S, C, ni y sont liés par la relation du Corollaire DI 
(p. 84), 



S/71 se 



hm • hZ Sm' * SC 



am a G 

_^ • 



ou 



Sm.Sni 



SC 



bm.am' aC.^C 



Donc, etc. 
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Observation. Chacune des deux équations suivantes sa- 
tisfait aussi à renoncé du XXÏt Genre : 

bm,Cm' bS,Ca 



C/w»S/ii' 
Cm.am' ' 



es. Sa 
Cô a^ 




S/w.C/w' S^.CS* 

pQ^iSME CXXIX. — Quand un cercle est circonscrji à un 
triangle PQR, si deux droites tournent autour des som- 
mets P, Q, en se coupant tou- 
jours sur la circonférence, et 
rencontrent deux droites don- 
nées de position LC, UC en 
deux points m, m' ; deux points 
AetB étant donnés sur la pre- 
mière de ces droites : on peut 
trouver deux. points A', B' sur 
la deuxième et un rapport i, 
telsj que le rectangle A m . B' m' sera au rectangle A' m' • B m 
-dans le rapport i. 

Qu'on mène les droites PA, PB qui rencontrent la cir- 
conférence en A et i ; les deux droites Q^J, Q ft déterminent 
sur la droite L'C les deux points thercliés A', B'. Soient C 
et G les points où les droites QR, PR rencontrent LC et 

L'C, respectivement ; le rapport X est égal à ' ■ * 

En effet, les quatre droites menées du point P, P/i, P5, 
PR, PM font entre elles des angles égaux à ceux des quatre 
droites Qa, Qi, QR, et QM5 par conséquent, on a, entre 
les deux séries de quatre points A, B, C, m et A', B^, G', m\ 
l'équation 



A/?i ^ AC 
B^ • B? 



A! m' k'C 



B'/w' • B'C 
Ce qui démontre le Porismc. 



ou 



Am^BW _ AC^AX^' 
A'/w'.B/w^ A'C.BC 
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Observation, Les deut droites sur lesquelles sont formes 
les segments A m, A' m' peuvent coïncider; le Porisme siib- 
siste et la démonstration reste la même. 

PoRiSME CXXX. — Un cercle est inscrit dans un trian^ 

gle SCC; une tangente tourne sur 
la circonférence et rencontre les 
deux côtés SC, SC du triangle 
en m et m'; si deux points A e^ B 
sont donnés sur le côté^ SC : on 
pourra trower deux points A\ B' 
sur le côté SC et une raison i, 
. tels, que Von aura toujours la re- 
lation 

Les tangentes au cercle menées par les deux points don- 
nés A et B, rencontrent le côté SC en A' et B'' qui sont les 

AC B'C 
deux points demandés •, et la raison X.est égale à ' ■ ,, « . 

BG.A G 

En effet, soient Cc), &>' les points de contact des côtés SC, 
SC, a le point de contact de la tangente AA^, et O le centre 
du cercle. Les deux droites OA, OA' sont perpendiculaires 
aux cordes (ùa^ (Ja\ par conséquent, Tangle AOA' a pour 
mesure la moitié de l'arc tùatù'\ de même Fangle mO/7/; et 
de même les supplén\ents des angles BOB', COC^ Il s'ensuit 
que les droites OA, OB, OC et Ow font entre elles des 
angles égaux à ceux des droites OA', OB', OC et G/»', 
Donc, en vertu du Corollaire III (p. 84), on a, entre les 
deux séries de points A, B, C, m et A', B', Ç, m', l'équa- 
tion • 

• 

A/w AC_ Mm' k'a km.Wm' _ kC.W C 

B//ï'BC "" B'w'*,B'C'' ^^ Bw.A'm' "" BÇ.A'C/' . 

Ce qui démontre le Pori;5me.. 



* * ( 235.) 
Scolie, La démonstration fait voir que si le point donné 
A coïncide avec le point de contact &> de la tangente SC, le 
point A' vient en S ; et que si le point donné B est situé en 
S, le point B' coïncide avec le point de contact eu' de la tan- 
gente SC^ De sorte qu'on a alors Téquation 



ou 






wm.tm'mf 



S m' se 



w'm'*w'C' 



ciCw'C 




Sm.Sm' SC.SC 

PoRisME CXXXI. — Quand quatre droites A, B, C, D 

données de position sont tan-- 

gentes à un cercle: toute autre 

M Jh\ \ iii tangente les rencontre en qua- 

B ai^W v^ tre points a, b, c, d, tels, que le 

rapport des rectangles ac.bd 
et ad . bc est donné. 

Soit a le point de contact de 
la tangente A et 6, y, tJ les 
points où cette' tangente rencontré les trois autres B, C, D; 

la raison donnée est égale à- ?[' » De sorte que Ton a 

■ ' > 

ad.bc a^.êy . ' 

En effet, que du centre du cercle on mène les droites 
Oa, 06, Oc, Ody Oa, 06, Oy, Oâ. Les angles que les 
quatre premières font entre elles, sont égaux à ceux dés 
quatre autres; par conséquent, d'après .le Corollaire III 
(p. 84)9 on a, *entre les deux séries de points a, &, c, dex 
^f ^r y^ ^9 Téquation 



ac bc 

^_^_ • 

a4 ' bd 



«7.67 
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ou . 

acbcl a^.S^ 
ad.bc a^.67 

Donc, etc. 

Corollaire, Ce Porisme, mis sous la forme des théorèmes 
ordinaires, prend cet énoncé : Lorsque quatre tangeMes à 
un cercle A, B, C, D rjencontrent deux autres tangentes 
en- deux systèmes de points a, b, c, d et a', b', c', d\ on a 
entre ces points la relation • • . 



ac 



bc 



rtV ^V 



55' bd'^ a'd' • b'd^ 



ou 



ac.bd _ u'c'.b'd' 
dd.be'^ a'd'.b'c'* 



Cette proposition offre une des propriétés du cercle les 
plus importantes dans la Géométrie moderne. 

Porisme CXXXII. — Quand un cercle est inscrit dans 

un triangle SCC^ dont il 
touche les côtés SC, SC en 
tùy (ù' : une tangente quel- 
conque rencontre ces côtés- 
en deux points m, m', telsi 
que le rapport des rectan- 
gles Sm.GmletCïxi^tù'm! est 
donné. 

En effet, les angles coOS, mOm!^ SOco' et le supplément 
de TangleCOC «ont égaux, comme ayant chacun pour me- 
sure la moitié de Tare ftitM/. Par conséquent, les quatre droi- 
tes OS, Ocu), Om et OC font entre elles de& angles égaux à 
ceux des droites Ow', OS, Om' et OC, prolongée au delà 
du point O. On a donc, entre les quatre points S, co, C, tri 
et co', S, C, m', l'équation ' . 




S /// ^ S 6) w' /w' ^ «' S 

c^ • ^ "" cw • "se" 



ou 



Sm.Cm' ___ Sa).SC^ 



qui démontre le Porisme. 
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PoRl&MB CXXXIII. — Quand une tangente tourne sur 
4bn cercle et rencontre deux 
tangentes fixes SA, SA' en 
, deux points m, m', si d'un 
point fixe P, pris au dehors 
du cercle, on mène les droi- 
tes Pai, Pm';'et si a, n' sont 
les points d'intersection de 
ces droites eede la corde EF 
qui joint les points de con- 
tact des tangentes issues 
du point P : les rectangles 
En.Fn'et En', En sont dans une raison donnée. 

En effet, soîl AA'uhe position delà tangenie mobile mn/; 
la tangente PE rencontre SA, SA' ene et e'; et la tangente PF 
en y et/'. On a, d'après le corollaire daPoristac CXXXI, 

em ^ tX e" m' ^ t/ K' 
J^n' fK- Tl^' '• 7^-' 

On sait d'ailleurs, par le Corollaire I du Lemme III 
(p.8i.),,ue 




efm' 

7w 


e'A' 


_ F,n' 

" Fn' 


IL a' 


_ En' 
' Fn' 


* Fû'* 


ou 


E«.F/i 
E«'.F- 


■e le Porisme 




:é. 



Ce qui démon i 

PorismeCXXXIV.— :()urt?i//uH triangle hhC est inscrit 
dans un cercle, si autour d 'un point P de la circonférence 
on fait tourner unp droite qui rencontre les côtés du trian- 
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gte en a, b, c et la circonférence en m : le rapport dés rei> 

tangl^ am • be ethm • ac sera donné. 
FAx effet, la droîtoCw rencontre 
le côté Aâ en .un point m\ et Ton a, 
diaprés le Porismê CXXVI, 




Airi'.Bc 
Ac.B/71 



7 — ^» 



^ étant une raison constante, quel que soit le point m de la 
circonférence* Mais, par le Lemme III, 



Am\Br am,bc 
hcUm' ac^bm 



Donc 



am 



.bc 



acbm 



= X = const. 



On détermine très-simplement \ en menant la transver- 
sale Pa@ parallèle à la droite A6 *, car on obtient alors 

Ainsi le Porisme est démontré. 

PoRisME CXXXY . — Quand un cercle est inscrit dans 

un. triangle ABC, si de 
^ chaque point M d^une 

tangente fixe LM on 
mène une tangente au 
cercle et une droite abou* 
tissant au somfnet C du 
triangle : cette tangente 
et cette droite rencon- 
treront le côté AB en deux points m, m^ tels, que le rapr- 
port des rectangles Am.Bm' ^^ Am'.Bm sera donné. 

En effet, soit D^ une des positions de la tangente Mi»»; 
les deux tangentes LM et AB sont coupées J)ar les quatre 
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Aa, B£, Dd et mM : ainsi, d'après le Porisme CXXXI, 



Am ^ B/n jczM ^ 6M 
AD • BD "^* fl^ • "Ârf 



Les droites menées du point C aux quatre poînts à, b^d^t 
M rencontrent la tangente AB en A, B, ly, mf^ et Ton a (par 
le Corollaire I. du Lemme in)> 



ad 



bu 

bd 



km' ^ Bm' 
Â5^ • BD' 



Dotic 



ou 



Am ^ B/w Am' ^ B/w' 

AD 'BD ""ÂD^^BCr' 



Am.Bm' AD.BD' 



Bm.Âm' BD.AD' 
Cq qui démontre le Porisme. 

• XXBI" Genre. 

Le carré construit sur teUe droite est à une certaine abscisse dans un 

rapport donné. 

PoRiSME CXXXVI, — Etant- donnés un cercle dont le 
• diamètre est AC, et un point B sur 

mm' ^ ^ ■ 

— la tangente en A, si des points A 
et B on mène à chaque point M de 
la circonférence les droites AM, BM 
qui rencontrent en m et ïn' la tan^ 
gente au point C : le carré du seg- 
ment C m est à F abscisse mm' dans 
un rapport donner 

En effet, soit Mplâ perpendiculaire abaissée du point M 
sur le diamètre AB, on a, dans le triangle mCA coupé par 

Cm __Mp 
CÂ'^lïp* 
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Par conséquent 


• 


—a 2 

Cm _ mp 

CA Ap 


Cp.Ap Cp Mw mm' 
^^' • A;; . AM AB ' 

« 


OU 




• 


Cm . .CA 




/wm' .AB . 

Ce qui démontre le Porisme, 

PoRiSMB CXXXVII. — Quand (tes demi^circonféren" 
ces y telles que m Cm', ont le même centre et pour base une 
même droite, un point À étant donné sur cette droite; si 

l'on prend le point 

n dont la distance au 

point A soit égalé à 

-, la tangente menée 

de ce point n à la 

circonférence mCm' : le carré de Am est à V abscisse nm 

dans un rapport donné. 

On a» en effet, 

• • • 

A m . ^ 

•-:= 2 AU. 

rim 

Car nt étant la tangente à la circonférence, 

nt = nm,nm^\ 
et par conséquent 

An zzznm.nnJ. 

jCette relation, d'après leLemme XXIII, donne celle-ci : 

A/w =mrt.(A/n-+-A/n'), 



ou 

A/71 



= 2À0. 



mn 

C. Q. F. D. 
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Observation, ^i le point A se trouvait intérieur à la cir- 
conférence variable mCwl^ ce serait le Lemme XXV que 
Ton invoquerait. 

XXIV Genre. 

Le rectangle construit sur telles droites est égal au rectangle qui a pour 
côtés une droite donnée el le segment formé par tel point à partir d*un 
point donné. 

PoRiSME CXXXVin. — ^ Si autour de deux points P, Q 
on fait tourner deux droites qui se coupent toujours sur une 

droite donnée de position 
LM, et rencontrent^ respec^ 
tiveinenty deux droites fixes 
EX, E'X' en m, m' 5 wi point 
A étant donné sur la pre^ 
mière de ces droites : on 
pourra trouver deux points 
A' et y sur la deuxième, et une ligne [i, tels, que le reC" 
tangle A m . J'm' sera toujours égal au rectangle [i . A' m'. 

Qu'on mène P A qui rencontre la droite LM en a 5 (^a 
qui rencontre E'X' en A'; P/parallèle à EX et qui rencon- 
tre LM enj'^ puis Q/ qui rencontre E'^X' en J'5 Qi paral- 
lèle à E'X', qui rencontre LM en i^ et enfin Pi qui ren- 
contra EX enï. Les points A' et J' sont les points demandés, 
et a = AL 

En effet, les quatre droites Pa, PM, Pi, P; coupées par 
les deux LM, EX donnent, d'après le Lemme XI^ 

# 

"aT"" * 




ai 



y 



Et les droites Qa^ QM? Q'? Q/? donnent de même 



'm ai ji 



16 



Donc 



Â/71 
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ou A m . J'/w' = A' m' . AI. 




C. Q. F. D. 

PoRiSME CXXXIX. — Quand un cercle &st circonscrit 
à un triangle PQR, si autour des deux sommets P, Q on 

Jait tourner deux droites qui se 
coupent sur la circonférence et 
qui rencontrent deux droites 
fixes AX, A'X' en m et iï!L\ le 
point A étant donné sur AX \ on 
pourra trou\^er les points A' et 
y sur A'X', et une ligne jn, tels, 
quon aura toujours 

A m . J'm' = p • A' m'. 

Qu'on mène PA qui rencontre la circonférence en a, et 
parallètement à AX, P/ qui rencontre la -circonférence en 
y. Les droites Q^^Qj déterminent sur A'X' les points cher- 
chés A' et J'. Pour la ligne fx, il suffît de mener à A'X' la 
parallèle Q/ qui rencontre la. circonférence en /•, puis Pt 
qiii rencontre AX en I. On prendra 

[À = AL 

• • • 
En effet, les quatre droites Pa, PM, Pi, Py font entre 

eUe des angles égaux à ceux des quatre droites Qa, QM, 

QV, Q/. Par conséquent, on a, entre les points A, m, I et 

A', w', J' (comme il a été démontré au Porisme CXXII) 

Féquation 

-—- = -- — -, ou Aw.J'm'=: AI. A'm'. 
AI J /n 

c. Q. F. D. 

Obseivation, Les deux droites AX, A'X' peuvent se con- 
fondre. 
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PoRisMB CXL. — Quand un cercle est tangent à deux 

droites SX, S'X\ 5/ l'on mène une troi- 
sième tangente quelconque qui ren- 
contre les deux premières en m ef m'; 
le point A étant donné sur SX : on 
pourra trouver deux points A* et y sur 
SX', et une ligne jix, tels, qu'on aura 
toujours 

Am.ym' = iJL, A!m'l 

Les deux tangentes menées^ l'une par le point A et Tau- 
tre parallèlement à SX, rencontrent SX' dans les deux 
points demandés A' et J'. Quant à la ligne jix^ elle se déter- 
mine piu^a tangente parallèle à SX',* qui coupe SX en I; 
on aura 

y = Ài. 

En effet, les quatre droites menées du centre O du cercle 
aux trois points A, /li, I, et parallèlement à SX, font entre 
elles des angles égaux à ceux des quatre droites menées du 
centre, les deux premières aux points A', m', la troisième 
parallèle à SX' et la quatrième au point J'^ ce qu'on prouve 
comme au Porisme CXXX. On a donc, comme dans le 
Porisme précédent, entre les points A, m, I et A', w', J', 
Téquation 

A m A m' 



AI J'm' 



ou Am.J'/n' = AI. A'/»'. 

c. Q. F. D. 

XXV Genre. 

Le carré construit sur telle droite est égal au rectangle qui a pour côtés une 
droite donnée et le segment formé par une perpendiculaire, à partirM'un 
point donné. 

PoRHMB CXLI. — Si de chaque point m d^ une demi' 

16. 
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circonférence de cercle on abaisse une perpendiculaire m p 
^ sur son diamètre AB : on pourra trouver 

A — \ une ligne fx, telle, que Von aura toujours 



A p B 

En effet, on a 



Am =|x.Ap. 




Am =AB.Ap. 

PoRisME CXLH. - Si autour de deux points AC d'une 

circonférence de cercle on fait tourner 
les côtés d'un angle droit AMC, et que 
du point m oU le côté CM rencontre la 
. circonférence, on abaisse une perpen- 
diculaire mp sur le diamètre AB : on 
pourra trou^^er une ligne fx, %lley que 

Von aura 

AM=fi.Ap. 

Eu effet, les deux triangles rectangles AMC et AmB sont 
semblables, parce que les angles en C et en B sont égaux. 
Par conséquent, on a 

AM.AB = Am.AC 

et 



AM .AB =Am .AC. 
Or A^ = Ap.AB, et Xc'= Ac.AB. Donc 

AM = Ap.Ac. 

Ce qui démontre le Porisme. 

PoRisME CXLni. — Si d'un point O pris sur le dia- 

mètre AB d'un demi-cercle^ on 

mène une droite à chaque point 

m de la circonférence^ et que de 

*^ D B p 6' c A ^^ point on abaisse la perpen-^ 
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diculaire mp sur le diamètre AB : il existera un point D 
sur le diamètre AB, et une ligne jix, tels, que le carré 
construit sur Om sera égal au rectangle construit sur 
cette ligne fx et sur le segment Dp. 

Soit C le centre du cercle, et O' le point déterminé par 

l'expression C A =CO,CO': le milieu D des deux points 
O, Çy est le point cherché, et la ligne fx est égale à 2. OC; 
de sorte qu^on a 

Cela est une conséquence du Lemme XXXVII (proposi- 
tion i63). 

En effet, d'après ce Lemme, 



OA =Om 4-(OA4-OB)Ap, 



ou 



et 



OA =0m -i-aOC.Ap 



Om ==0A — aOC.Ap. 
Or, d'après le Lemme XXIII, 

OÂ'=OC(OA-hO'A) = 20C.AD. 
Donc 

OÎÎi':^aOC.AD — 20C.A;7 = 20C.(AD — Ap), 

5m'=20C.D/?. 

c. Q. F. D. 

PoRiSME CXLIV. — Étant données deux demi-circon- 
férences dont les centres 
C, C et les bases AB, 
A'B' sont sur une même 

droite, si de chaque point 

m de l'une on mène une 
tangente à l'autre et une 
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perpendiculaire mp ^ur la droite des centres C, C : on 
pourra trou\fer sur cette droite un point O, tely que le 
carré de la tangente sera au segment Op dans une raison 
donnée. 
Ou aura 



— 1 
me 



^ =2. ce. 
Qp 

Pour le prouver, prenons sur CC le point O déterminé 
par la relation OA .OB = OA'.OB'; on aura 

Om.Om'=Oa.Oè. 
Il s'ensuit 

ma . mfc = 2 mO . aê ; 

oc, 6 étant les milieux des cordes mm\ ab. 

Car 

Oa = ma — mO, Qb=mb — mO, 



Oa.Ob = ma.mb — mO [ma -h mb) -4- mO = Ofw.O/n', 

Donc 

ma,mb = mO (ma 4- mfc — mO + m'O) 

= [ma + mb — mm') mO, 
ou 

ma.mb ==mO.(2mê — 2ma) 

= 2mO. (mS — mu) = 2m0.a6. 
Or, en vertu des triangles semblables, 

CC = ÔC' = Ô7Ï' *''* «o..Om=O^.CC'. 

Delà 

ma ,mb = u Qp . CC 

Mais ma . mb = mf . Donc enfin 

^ = ..CC. 
Ce qui démontre le Porisme, 
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Corollaires. Si au lieu de demi«circonféreuoes on consi- 
dère des* cercles entiers, et qu'ils 
se coupent , le point O est évi- 
demment sur leur corde com- 
mune EF. On a toujours 




ou 



mq 



mt 
Ô7 



= a.CC', 



= 2 ce, 



nu ___ CC' 



c'est-à-dire que : le carré de la tangente mt est à Faire du 

Ce qui forme un Porisme. 

On en conclut cette réciproque : • 

Deux points étant donnés sur un cercle : le lieu d\in 
point tel, que le^ carré de la tangente menée de ce pointa 
la circonférence du cercle, et l'aire du triangle Jbmié:^ 
par les droites menées du même point aux deux points^' 
donnés, soient dans une raison donnée, est un cercle. 

Le Porisme peut prendre une autre expression : car l'an- 
gle en m est constant ; par conséquent, d'après le Lemme XX 
de Pappus, les aires de deux triangles E/wF, Em'F sont 
entre elles dans le rapport des rectangles wE.wP, m'E.m'F. 



D'où il suit que le rapport - 



mt 



//jE./wF 



est donné, c'esi-à-dire 



que: 

Quand deux cercles se coupent, si de chaque point de 
Vun on mène une tangente à Vautre et des droites aux 
deux points d'intersection des cercles, le carré de la tan- 
gente est au rectangle des deux droites dans une raison 
donnée. 
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Par conséquent encore : Deux points étant donnés sur un 
cercle, le lieu iVun point tel, que le carré fie la tangente 
menée de ce point à la circonférence du cercle, soit au rec* 
tangle des deux droites menées du même point aux deux 
points donnés, dans une raison donnée, est un cercle dé^ 
terminé de grandeur et de position . 

Ce théorème est un des Porismes donnés par lord 
Brougliam, dans ^n Mémoire intitulé : General TJico^ 
rems, cliicjly Porisms, in the higher Géometry, qu'on 
trouve dans les Philosophical Transactions de la Société 
Royale de Londres, année 1798 (1). 

PoRiSME CXLV. * — Étant donnés un triangle ABC et 
une dfoite EF parallèle à la base AB ^ si de chaque point 

m de cette droite on mène mC, 
mB qui rencontrent, respecti^^e- 
ment, les cafés AB, AC en n, n' ; 
la droite nn' coupe la droite EF 
en un point ui\ et Von a toujours, 
entre les deux points m et m! y la 
relation 




Em =fx.E/w'; 

oii UL est une ligne de grandeur connue. 

Cela est une conséquence du Lemme VII de Pappus. Car 
il résulte dç la réciproque de c^^emme que dans le quadri- 
latère B/i/i'C coupé par la droite EF, parallèle au côté Bw 
et passant par le point de rencontre des deux diagonales^ 



(i) « Two points in a circle being given (but not in one dlameter), ano- 
ther circle may be described, sucb, that if from any point ihereof io the gi- 
ven points straight lines bc drawn, and a line touching the given circle, the 
tangent shall be a mean proportional between the lines so înflected. 

» Or, mofe generally, the square of the tangent shall hâve a given ratio 
ta ^he rectangle undcr the inflect«d lines. » (Proposition Vlï, p. 382.) 
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oo a 

.7 

E/fi =ED.Ei7«'. 
Donc, etc. 

PoRiSME CXLVI. — Étant donnes un triangle A&C* et 
la droite AD, si de chaque point M du côté CA on mène 

la droite MB qui rencontre AD en 
n', et une parallèle à la base AB, 
qui rencontre le côté CB en n^ 
pais y quon mène les droites An 
et nn qui rencontrent en m et m 
/a parallèle à la hase AB, menée 
par le sommet C : on pourra trouver une ligne (x, telle, 
qu'on aura toujours 




Cm = |ui.Cm'. 

En effet, les quatre droites qui partent du point A, cou- 
pées par les deux CD, MB, donnent 

Cm MG BG 



CD M«'B/i' 



(Corollaire II du Lemme XI, p. 83 .) 



Et pareillement, les quatre droites qui partent du point 
n^ coupées par les deux mêmes CD, MB, donnent 

Cm _BG ,MG 
C//î'""B/i''m/2'' 
Donc 

Cm Cm r; — ' ^^ ^ , 

—--'-—=1, ou Cm == CU.Lm'. 
CtD C/zt 

Donc u = CD. Donc, etc. 

XXVP Genre. 

Tel rectangle,, qui a pourcâtés la somme de deux droites et une droite en 
rapport donné avec telle autre^ est dans un rapport donné avec telle ab- 
scisse. 

PoRisME CXLVII. — Si autour de deux points P, Q 
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(^d^ un cercle on fait tourner deux droites qui se coupent 
en M sur la circonférence du cercle, et qui rencontrent 

une corde EF en deux points m, m';' 
une raison X étant donnée : on peut 
troui^er deux points A e^ B sur EF et 
une ligne fx, tels, que dans tous les 
cas où le point m se trouv^era hors du 
segment AB, on aura la relation con- 




stante 



{Km -h Bw)>.F/w' _ 



mm 



= fX. 



Qu'on mène la corde Q^i parallèle à EF, et Pi qui ren- 
contre EF en 1 5 puis, qu'on prenne E A = X . El, EB = EA, 
et fz = BA , on aura 

(A/w-hBiii)>.F/ii' „. 

■ = BA. 

mm 

En effet, d'après le Porisme CXXVI, on â 

E/w.F/w'__EI 
Em' ,Vm "~ ¥1 

Et par conséquent, d'après le Porisme LXXXIl, 

E/w.Fot' 



mm' 



= EI. 



Or, EA = EB; et, par suite, 

km -f- B/w 



Em=: 



Donc 



(A/w -f- B/7«)F/w' «, 

z:zj^ = 2E1; 



mm 



OU 



C. Q. F. D. 



mm' 
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XXVII' Genre. 

Il existe un point tel, que des droites menées de ce point comprennent un 

triangle donné d'espèce. 

PoRiSMB CXLVIII. -^ Étant donnes deux demi^cer^ 
des O, O', et un angle : on peut trouver un point S, tel, 

que si Von fait tourner autour 
de ce points comme sommet, 
V angle donné, dont les côtés 
Se, Se' rencontreront les demi- 
circonjcrences en c et c', res~ 
pectivèmenty le triangle See' soit donné d^ espèce. 

C'est-à-dire, puisque l'angle c Se/ est donné de grandeur, 
que ses côtés Se, Sd doivent être dans un rapport con- 
stant. 

Que sur CX)' on décrive un segment de cercle capable de 
Tangle donné ^ et qu'on prenne sur Tare de ce segment le 
point S, de manière que le rapport des lignes SO, SO' soit 
égal à celui des rayons 0«, Qfa*, Ce point, que l'on déter- 
mitie par le Lemme XXIX (proposition i55) de Pappus, 
satisfait à la question ; et la raison constante des deux lignes 

Se, Se', est égale à jy— / 

Prenons sur Se' le point c", tel, que l'on ait 

Se __ Oa 

Il s'agit de prouver que ce point c" coïncide avec d. 
On a, par construction , 



d'où résulte 



SO 

se 


Oa 


Sa 


Oa 



Sa' Oa' 
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Donc 



Su Se 

^~"Sc^ 



Mais les angles aSc, JSd' sont éçaux, parce que les angles 
ose, cSc' sont égaux : les deux triangles aSc et JScF sont 
donc semblables, comme ayant un angle égal compris entre 
côtés proportionnels. Par conséquent, d'une part, les angles 
Oac et Qfa'd' sont égaux; et, d'autre part, on a 





ac a c 




flS ~ a'S 


et, par suite, 






ac a'c" 




Oa ~0'û' 



Donc les deux triangles Oac et ^€i<P sont semblables, 
comme ayant un angle égal compris entre côtés propor«> 
tionnels. Mais dans le premier^ Oa = Oc; donc, dans le 
second, Qlcl = Ql dK Le point d' est donc sur la circonfé- 
rence O', et, par conséquent, coïncide avec d , Ce qu'il fal- 
lait prouver.* • 

Le Porisme est donc démontré. 

Corollaire, Le lieu d'un point dont les distances aux 
centres 00' de deux cercles sont entre elles dans le rap- 
port des rayons Oa, O'a , est la circonférence qui a pour 
diamètre la droite qui joint les centres de similitude des deux 
cercles. Diaprés cela, on conclut du Porisme qui vient d'être 
démontré, ce théorème : 

Etant donnés deux cercles O, O', un point S pris sur la 
circonférence qui a pour diamètre la droite qui joint les 
centres de similitude des deux cercles ; si autour de ce 
point y comme sommet, on fait tourner un angle égal à 
OSO, dont les côtés rencontreront les deux cercles en deux 
points c, c' : le rapport des deux lignes Se, Se' sera con- 
stant et égal au rapport des rayons des deux cercles. 
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Obsejvation, Des deux éléments qui constituent re5- 
,pèce du triangle dont il est question dans le Porisme précé- 
dent, savoir, F angle au sommet et le rapport des deux côtés, 
un seul est à trouver, puisque Fangle est donné de fait. 
Dans les Porismes suivants, Y espèce des triangles est com- ' 
plétement inconnue et la recherche de ces deux éléments 
fait l'objet des propositions. 

PomsME CXLIX. — Quand deux droites SA, SA' sont 
dMsées en parties proponionnelles^ il existe un point'O^ 

telj que les droites menées de ce 
point à deux points homologues 
quelconques des deux divisions, for^ 
ment un triangle donné d^ espèce • 

C'est-à-dire que les deux droites 
font entre elles un angle de gran- 
deur constante^ et que leurs lon- 
gueurs sont dans une raison constante. 

Soient a^ b deux points de SA ; a', V les deux points ho* 
mologues de SA', Concevons les deux circonférences de cer- 
cle aSa!^ bSb\ qui se coupent en O. Ce point O satisfait 
à la question. 

En eife^, les angles aOo' et bOb* sont égaux entre eux, 
parce que l'un et l'autre sont égaux à l'angle aSa'. L'angle 
des perpendiculaires abaissées du point O sur SA et SA' est 
aussi égal à l'angle ASA', et est, par conséquent, égal aux 
angles aOa\ bOb\ On conclut de là, en vertu du Porisme 
XLYIII, que si l'on fait tourner cet angle autour de son 
sommet O^ ses côtés passeront, respectivement^ par chaque 
couple de points homologues c, </, d^ d'^. . . des deux droi- 
tes SA, SA'. C'est-à-dire, que tous les angles aOa', bOb\ 
cOcf, • • • sont égaux entre eux. Il reste à prouver que les 
côtés de chacun de ces angles sont dans un rapport cons- 
tant. 

Or, les angles aOa^ et bOb^ étant égaux, il s'ensuit» que 
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les angles aOb ei a'OV sont égaux. Mais les angles SaO, 
Sa'O sont égaiix^ parce que les quatre points S, a, al^ O. 
sont sur un même cerclée Les deux triangles aOb^ alOV 
sont donc semblables. Conséquemment 



Et de même 



Oa _ Oc 
0^"'0?' 



• • • • 



Le Porisme est donc démontré. 

PoRiSME CL. — Quand de chaque point d'unis droite 
L on abaisse des perpendiculaires sur deux autres droites y 
il existe un certain point qui, auec les pieds des deux per^ 
pendiculaires, forme un triangle donné d^ espèce. 

C'est-à-dire que les droites qui joignent le point en ques- 
tion aux pieds des perpendiculaires abaissées de chaque 
point de la droite L, sur les deux autres droites, forment 
un angle de grandeur constante et sont entre elles dans un 
rapport constant. 

En effet, les pieds des perpendiculaires divisent les de.ux 
droites en parties proportionnelles (Porisme XLVII). Donc 
le Porisme énoncé est une conséquence du précédent. 

Ce Porisme s'applique également aux pieds des obliques 
abaissées de chaque point de la droite L sur les deux autres, 
sous des angles donnés. 

Porisme CLI. — • Etant donnés deux cercles et deux 

points A, A' sur leurs circon^ 
férences : on peut trouv^er un 
point O, tel y que les droites me* 
nées de ce point sous un angle 
égal à V angle AOA' et terminées 
aux points m, m' des deux cir- 
conférences, forment un trtan^ 
gle mOm' donné d'espèce. 
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Soit S le point de rencontre des deux rayons CA, C'A'. 
Qu'on décrive deux circonférences dont Tune passe par les 
trois points A, A', S, et Tautre par les trois C, C, S ; elles 
se coupent en un- point O qui est le point cherché. 

En effet, les angles AOA' et COC sont égaux, parce que 
chacun d'eux est égal à Tangle ÇSC Donc si on fait tour- 
ner le cercle C autour du point O de manière que OA' vienne 
se placer sur OA, OG viendra sur OC. Mais alors le rayon 
C^A' se trouvera parallèle au rayon. C A, parce que les 
angles OCS, OG'S sont égaux, comme compris Tun et l'au- 
tre dans le même segment de cercle. Il s'ensuit que le point 
O sera le centre de similitude des deux cercles. Par con- 
séquent, une droite quelconque menée par ce point les 
rencontrera en deux points m, m' dont les distances au 
point O sefont entre elles dans le rapport de OA & OA'. Et 
si on ramène le second cercle dans sa position primitive C, 
par une rotation autour du point O, ces deux droites Om, 
Om' feront un triangle mOm' de même espèce que le trian- 
gle AOA'. 

Ce qui démontre le Porisme. 

XXVIIP Genre. 

Il existe tin point tel, que les droites menées de ce point interceptent des 

arcs égaux. 

PoRiSME CLII. — Étant donné un point P dans le 

plan d^un cercle, il existe un 
deuxième point E, tely que si 
par le point D on mène une 
droite quelconque qui rencontre 
le cercle en deux points M, M', 
les deux droites EM, EM' m- 

tercepteront dans le cercle deux arcs égaux M.m^ M' m'. 
Que sur le diamètre AB sur lequel est situé le point 

donné D, on prenne le point E déterminé par la propor- 




tion 
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E^_ AD 
EB ~"DB 



ce point satisfera à la question . 

Cela résuUe de la réciproque évidente du Lemme XXX 
(proposition iSô), d'après lequel la corde Mrr^ est perpen- 
diculaire au diamètre AB5 d'où il suit que les droites Ew, 
Em' font des angles égaux avec le diamètre; qu'elles sont 
donc également éloignées 3u centre, et, par conséquent, 
qu'elles sous-tendent des arcs égaux Mw, M' m'. Donc, etc. 
Ce Porisme a été rétabli par Sirason (proposition 53, 
P- 463). 

PoEiSME CLIII. — Étant données deux circonférences 

de cercle de même rayon et un angle : 
on peut trousser un point* tel ^ qu& si 
autour de ce points comme sommet, 
on fait tourner r angle donné, ses 

m 

côtés interceptent toujours dans, les 
deux cercles deux arcs égaux. 

Soient O, (y les centres des deux 
cercles. Que sur OCV on décrive un segment capable dfi l'an- 
gle donné, et soit S le point milieu de ce segment. Si au- 
tour du point S on fait tourner Fangle OS(y et quHl prenne 
la position a S a', les deux cordes ab^ dU interceptent des 
arcs égaux dans les deux circonférences, parce qu'elles sont 
évidemment égales entre elles. Donc, etc. 

Porisme CLIV. — Etant donnés deux cercles égaux et 

deux points Ay A' sur leurs cir-^ 
conférences, on peut trouver un 
point S et un angle, tels, que 
deux droites menées par ce point 
sous cet angle interceptent sur les 
deux circonférences, à partir des 
deux points A , A', des arcs égaux. 
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Que par le milieu de la droite OCy, qui joint les centres 
des deux cercles, on mène la perpendiculaire à cette droite, 
et par le milieu de la droite A A' la perpendiculaire à celle- 
ci 5 ces deux perpendiculaires se rencontrent en un point S 
qui est le point demandé; et Tangle ASA' est l'angle qui 
satisfait à la question. 

En efTet^ les deux triangles ASO, A'SO' sont égaux comme 
ayant les côtés égaux chacun à chacun. Donc les angles ASO 
et A'SCy sont égaux. Il s'ensuit qtie les deui angles ASA' et 
OS(y sont égaux. Or, si Von mène deux droites SM, SM' 
faisant entre elles Tangle MSM' égal à OS(y, elles détache- 
ront évidemment deux arcs égaux BM, B'M' comptés à par* 
tir des droites SO, SC. Donc les arcs AM et A'M' sont aussi 
égaux. c. Q. F. D. 

Observation, Si les deux cercles sont mégatix^ on peut 
demander que les deux arcs AM, A' M' soient dans un rap- 
port constant. On a alors ce Porisme : 

Étant donnés deux cercles quelconques et deux points 

A, A' sur leurs circonférences, on peut trouver un point, 

un angle et une raison, tels, que deux droites menées par 

ce point et comprenant entre elles cet angle, retrancheront 

à panir des points A, A'^ respectivement y des arcs dans 

cette raison . 

XXIX*» Genre. 

Telle droite est parallèle à ane certaine droite, ou fait avec une droite pas- 
sant par un point donné un angle de grandeur donnée. 

PoRiSME CLV. — Quand deux points variables m, m' 

dii^isent deux droites en parties pro- 
portionnelles , les droites mm' sont 
parallèles à une droite donnée de 
direction ; ou bien, il existe un point 
O, tely que chaque droite mm' fait un 
angle donné as^ec la droite menée du 
point ma ce point O. 

ï7 
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Si ii(3ux poliils de division correspondants coïncident en 
S, point de rencontre des deux droites, toutes les droites 
mm' sont parallèles entre elles ^ cela est évident. 

Dans le cas général où cette coïncidence n'a pas lieu, on 
a vu (Porisme CXLIX) qu'il existe un point O, tel, que le 
triangle wO m' est donné d'espèce; par conséquent Tangle 
m'wO est donné. 

Le Porisme est donc démontré. 

PoRiSME CLVI. — Si fie chaque point M d'une droite 

donnée de position LM, on abaisse sur 
deux autres droites aussi données de 
position des obliques Mm, Mm' sous 
des angles dpnnés : il existera un 
point O, tel, que V angle m! mO formé 
par la droite m' m, ai^ec la droite menée 
du point m à ce point O, sera donné. 

Ce Porisme est une conséquence du précédent, parce que 
les deux points m, /w' divisent les deux droites fixes en par- 
ties proportionnelles. 

Si la droite LM passe par le point de concours des deux 
droites sur lesquelles on abaisse les obliques, les droites 
mm' seront parallèles à une même droite. Cas prévu dans 
l'énoncé du Genre. 

Porisme CL VIL — Quand deux droites L, U sont div^i- 

sées en parties proportionnelles par deux 
points variables m, m', // existe un cer- 
tain point O, tel y que chaque droite mm' 
fait un angle donné avec la droite menée 
de son milieu yi au point O. 

En effet, le point O, tel, que les trian- 
gles mOm' sont donnés d'espèce (Porisme CXLIX), satis- 
fait à la question. Car les droites menées du. sommet de ces 
triangles semblables au milieu de leurs bases feront des 
iangles égaux avec ces bases. 
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Observation. Simsoii a propose le Porisme suivaut pour 
satisfaire au XXIX* Genre : Si ih deux points donnés A, 

B on mène à chaque point C d''un cer- 
cle donné de position deux droites qui 
rencontreront le cercle en deux autres 
points D, E, la droite TSE fera un angle 
donné ai^cc une droite menée par un 
point donné, ou sera parallèle à une 
droite donnée de position, ou bien passera par un point 
donné (i). 

Si nous n'admettons pas ici ce Porisme, c'est qu'il em- 
brasse trois cas différents : Pappus n'en a compris que deux 
dans l'énoncé du XXIX® Genre. Les trois Porismes que nous 
proposons satisfont cKacun rigoureusement à cet énoncé. 

I*' Genre. (Voir p. n4.) 

Porisme CLVIII. — Si autour de deux points fixes P, 
Q on fait tourner deux droites PM^ QM gui se coupent 

sous un angle de grandeur 
donnée, et que PM rencon- 
tre une droite AX donnée 
de position en un point m ^ 
le point A étant donné sur 
cette droite, et une raison i 
étant aussi donnée : on 
pourra déterminer une autre droite A'X' et un point A' 
sur cette droite, tels, que la deuxième droite tournante 
QM fasse sur cette droite un segment A'm', qui soit tou- 
jours au segment A m dans la raison A. 




(i) « Si a duobus puDClis datis A, 1) ad circulum positione datumCDEin- 
flectantur utcunque daae rectse AC, B€ circumferentiae rursus ih D, E occu- 
rentes, recta DE yel continebit datum angulum cum recta ad datum punc- 
tum vergeote; vel parallela erit rectœ positione datae, vel vergct ad datum 
punctum. ji (Prop. 67, p. 47^- ) 

17. 
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Qu'on mène PC parallèle à AX, et QC correspondante 
à PC, c'est-à-dire faisant l'angle C égal à l'angle donné: la 
droite cherchée A'X' sera parallèle à QC. Qu'on mène Qo 
correspondante à PA : le point cherché A' sera situé sur Qû. 
Supposons que deux droites Pt, QJ, faisant T angle PiQ 
égal à l'angle donné, coupent, la première la droite AX en 
un point B, et la deuxième la droite cherchée A'X' en B'. On 

doit avoir —7— = i; de sorte que cette relation détermine la 

longueur du segment A'B'. Il suffit donc d'inscrire dans l'an- 
gle des deux droites Qa, QA une droite égale à celte lon- 
gueur et parallèle à QC. Ce sera la droite cherchée. C'est- 
à-dire que pour deux droites PM, QM faisant entre elles 
l'angle donné, on aura toujours 

A/w _ AB _ , 

En effet, les quatre droites Pa, Pi, PM, PC font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites Qa, Q A, QM, QC. 
Concevons qu'une transversale de direction quelconque 
coupe les deux systèmes de quatre droites dans les points 
Al, Bi, /Al,, C, et A',, B', , m',, C, . On aura, par le Corol- 
laire II (p. 83), les deux égalités 



A/71 A| /7i| C| /// 



^ ^ ^ 9 



AB Al Bi Cl B 



A' m' _ A', m\ ^ C\ /w', 



I 



Mais, d'après le Corollaire III (p. 84), les seconds mem- 
bres de ces équations sont égaux. Donc 

A m A' /w' A m AB ^ 

Autrement. Les côtés du triangle PA/n sont également 
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inclinés 3ur ceux du triangle QA'///; et, par suite, les deux 
triangles sont semblables, comme le sont aussi les triangles 
PAB, QA'B'. Donc 

À//I ___ JPA _ AB 
Â^i/"~Qr'"~ A'B'' 
Doue, etc. 

PoaisME CLIX. — Étant donnés une droite AX, un 
point A sur cette droite, une raison A, et un angle de gran^ 

deur constante mOm' quon fait 
X' tourner autour de son sommet : on 
peut mener une autre droite A'X' 
et déterminer sur cetts droite un 
point A', tel, que les segments A m, 
A' m', formés par les côtés de Van'- 
gle mobile y soient entre eux dans la raison X . 

Qu'on fasse tourner l'angle autour de son sommet, de 
manière que son premier côte Om devienne Ox parallèle 
à AX, et soit Ox' son deuxième côté : la droite cherchée 
A'X' sera parallèle à cette droite Ox'. Maintenant qu'on 
fasse passer le premier côté de Tangle par le point A, et soit 
OA' son deuxième côté^ le point A' sera situé sur celte 
droite. 

Enfin, que mOw' soit une position quelconque de l'an- 
gle, on inscrira entre les deux droites OA' et Om' une corde 

h! m' parallèle à O x' et telle que -—» — ? = ^- Cette corde Mm! 

sera la droite cherchée A'X'. 

Cela est une conséquence du Porisme XL VIII, d'après 
lequel les côtés Om, Om' de l'angle tournant mOm! 
divisent les deux droites AX, A'X' en parties proportion- 
nelles. 

!!• Genre. (Voir p. 117.) 
PoRiSME CLX. — Un cercle et un point P étant don- 
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néSy si par ce point on mène une droite qui rèncontf^ la 
circonférence e» a e< b, et sur laquelle on prenne le 
point m déterminé par la proportion 

am aV 

ce point sera sur une droite don^ 
née déposition. 

Cela résulte immédiatement du 
Lemme XX Vin (proposition i54) quand le point P est au 
dehors du cercle; et du Lemme XXXV (proposition 161) 
quand ce point est dans Tintérieur du cercle. 

Dans le premier cas la droite lieu du point m est la corde 
de contact des deux tangentes au cercle, menées par le 
point P. 

Autrement, Soit n le milieu de la corde ab. On a, d'a- 
près le Lemme XXXIV, 

Pa.PJ = Pm.P«. 

Soit de plus mD perpendiculaire sur le diamètre Â6P. 
Les deux triangles rectangles GnP, mDP sont sembla- 
bles, parce qu'ils ont Tangle P commun, et donnent la pro- 
portion 

~ = ^, ou Pa.P/n=PC.PD. 
PC P/w 

Donc 

PC.PD=:Pa.Pi = PA.PB. 

Ce qui démontre que le point D est donné; et, par consé-* 
quent, que le point m est sur une droite donnée de position. 

Observation, Cette droite lieu du point m s^appelle, dans 
la Géométrie moderne, la polaire du point P; et ce point 
est dit le pôle de la droite. 

PoRiSME CCjXI. — Etant donné un point P dans le 
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plan d'un cercle y si Ion demande un point M dont la 
distance à ce point soit égale à la tangente menée du 
point M au cercle : ce point M est sur une droite donnée 

de position . 

Que sur le diamètre AB qui 

passé par le point donné P, on 

prenne le point Q déterminé par 

la relation 




QA.QB = QP, 

et que par ce point on mène la perpendiculaire au diamètre: 
cette droite est le lieu du point M. 

Cela résulte du Lemme XXXHI (proposition iSg), d'a- 
près lequel la droite MP menée d'un point quelconque de 
la perpendiculaire QM rencontre la circonférence en deux 
points C, D, tels, que l'on a 

MC.MD = MP\ 

En effet, le carré de la tangente au cercle menée par le point 
M est égal à MC.MD. Donc cette tangente est égale à MP. 
Donc, etc. 

PoRiSME CLXII. — Quand un cercle est inscrit dans 

un triangle USS', si l'on mène une 
tangente aa qui coupe les côtés US, 
US' en a, a : /e point de rencontre m 
des droites Sa', S'a e5« sur une droite 
donnée de position. 

Cette droite est la corde qui joint les 

points dé contact co, (<)' des deux côtés 

US, US' du triangle. 

En effet, soit O le centre du cercle. L'angle aOa (dont 

les côtés sont perpendiculaires aux cordes «a, «'a), a pour 

mesure la moitié de l'arc «aw'. Les angles wOU et w'OU 

ont la môme mesure, et, par conséquent, sont égaux à l'an- 
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gle aOa^ L'angle SOS', qui a pour mesure la moi lié de Tare 
0X76)', est supplémentaire de F angle aOa\ Il résulte de la, 
d'après le Corollaire III (p. 84), que l'on a, entre les deux 
systèmes de quatre points S, o), a, U et S^, U, a\ w' qui se 
correspondent deux à deux, la relation 



Sa Va 

• , 

S» * Uw 



S'a' 



^'a' 



S'U • «'U 



Suivant le Corollaire II du Porisme XXIV, cette relation 
démontre que les points dans lesquels les trois droites 
Sa', SU, Soi)' rencontrent les droites S'a, S'a), S'U, respec- 
tivement, savoir : les points m, o), a/, sont en ligne droite. 

c. Q. F. i>. 

Corollaire, Considérant le quadrilatère SaafSf^ on con- 
clut du Porisme ce théorème : 

Quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle, 
les cordes qui joignent les points de contact des côtés 
opposés passent par le point de rencontre des deux dia- 
gonales. 

Porisme CLXIII. — Deux cercles étant donnés, si les 

tangentes menées d^un point 
à ces cercles sont égales : ce 
point est sur une droite don^ 
1^' née de position^ 

Soient m un point satisfai- 
sant à la question, et mO la 
perpendiculaire abaissée sur la droite qui joint les centres C, 
C'des deux cercles. On a, en appelant R le rayon du cer- 
cle C, 




mt =mE.mF= (wC -hR) (mC — R) = mC — R' 
= i^' H-ÔC' — R» == i^'-f. (OC - R) (OC -+- R) 



= mO 4-OA.OB. 
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Pareillement 



me ==mO 4-0A'.0B'. 

Or /nf = mi\ par hypothèse. Donc 

OA.OB=OA'.OB'. 

Équation qni détermine la position du point O, et par consé- 
quent, ]a position de la droite OD perpendiculaire à GC, sur 
laquelle se trouve chaque point m satisfaisant à la question. 
Donc, etc. 

PoRiSME CLXIV. — Un cercle est inscrit dans un trian^ 
gle; chaque tangente rencontre les trois cotés du triangle 

en trois points a, b^ c^ 52 r on prend 
sur cette droite un point m déter^ 
miné par la relation 

mxi ,cb =.'k. mb . ca, 

dans laquelle A est une raison don- 
née : ce point sera sur une droite 
donnée de position. 
Cela est une conséquence du Porîsme CXXXI. 
PoRiSME CLXV. — Un angle aOb de grandeur donnée 

tourne autour de son sommet O et 
intercepte une corde ab entre deux 
droites fixes SA, SB qui font entre 
elles un angle supplémentaire de 
Vangle mobile : le milieu de cette 
corde est sur une droite donnée de 
position . 

Plus généralement, si sur chaque corde ab, on prend un 

point m qui la div^ise dans un rapport donné — =1 : le 

lieu de ce point est une droite. 

En effet, il a été démontré (voir Porisme XL VIII) 
que les deux points a, h marquent sur les deux droites 





( 266 ) 

SA, SB deux divisions semblables^ donc, d'après le Po- 
risme CVII, le lieu du point m, qui divise la corde ab 
dans un rapport donné, est une droite donnée de position. 
Donc, etc. 

Si le point O était au dehors de l'angle ASB ou de son 
opposé au sommet, cet angle devrait être égal à T angle mo- 
bile, au lieu d'être supplémentaire. 

IIP Genre. ( Voir p. 1 33.) 

. PoRiSME CLXVI. ' — Deux points D, E étant pris sur 
le diamètre AB d'un cercle de manière quon ait 



EB 



AD 
DB 



les droites menées de ces points à un point de la circonfé- 

rence, sont dans une raison donnée. 

„i- Celte raison est — ^- De sorte qu'il 




AE 



A B faut démontrer que 

MD 



ME 



AD 
AÊ' 



Cela est une conséquence du Lemme XXX ( proposition 1 56) . 
En effet, d'après ce Lemme, les droites MD, ME rencon- 
trent la circonférence en deux points m', rr/ situés sur une 
corde perpendiculaire au diamètre AB. Par conséquent, les 
arcs A m', A m" sont égaux, et la droite MA est la bissectrice 
de Tangle DME. Il s'ensuit qu'on a, dans le triangle DME, 



MD 
ME 



AD 
AE 



C. Q. F. D. 

Obsen^ation. Nous avons supposé dans ce Porîsme que 
les deux points D, E étaient donnés^ et Ton n'a eu à déter- 
miner que la raison constante des deux lignes MD, ME. 
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Mais oa.peut ne donner qu'un de ces points, puisqu'il existe 
une relation entre les deux, et demander de déterminer l'au- 
tre, ainsi que la raison. On forme alors le Porisme que nous 
avons pris pour exemple dans le paragraphe III de V Intro- 
duction (p. ig), La solution reste la même évidemment. 

On peut, à l'inverse, prendre pour donnée la raison X, et 
demander de trouver les deux points D, E. Il en résulte le 
Porisme suivant qui, sans offrir de difficulté, ne se démon- 
tre cependant pas aussi simplement que le précédent. Tou- 
tefois, les Lemmes de Pappus suffisent à la démonstra- 
tion. . 

Porisme CLXVII. — Étant donnés un cercle et une 
raison A : on peut trouver sur le diamètre AB deux points 
E, D, tels, que les distances de chaque point M de la cir- 
conférence à ces deux points seront entre elles dans la rai- 
son ^5 c^est-à-dire que Von aura 

ME _ . 
MD 

Qu'on prenne CE = X.CA, et CD = r-'CA5 les deux 

points E, D ainsi déterminés satisferont à la question. 
En effet, il résulte de là que 



CA =CD.CE5 

et conséquemment, d'après le Lemme XXXIV, 

EA_EB 
AD ~ BD' 

D'où l'on conclut > en vertu du Lemme XXX, que la corde 
m'm^ est perpendiculaire au diamètre AB. 

Par suite, les angles EMA, DMA sont égaux, et l'on a 
la proportion 

ME _AE 

md~^ad' 
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Il reste donc à montrer que 

AE_ . 

a . . CE CA 

Orrëqualion CA = CD. CE s'écrit : -- = r^rr- 

LA CD 

Donc 

CE — CA _ CA — CD AE __ AD 
GÂ "" CD ' ^^ CÂ "" CD' 
ou 

AE __CA 
AD ~" CD* 

Mais T— = i, par construction. Donc 



CD 



AD 



C. Q, F. D. 

On peut encore conclure cette égalité du Lemme XXVIL 
Car par la réciproque évidente de ce Lemme, réquation 

CA = CD . CE entraîne celle-ci : 



CE Ae' 



a 

Mais la même équation s'écrit aussi — - = — -< 

CA ^" 

Donc 



2 



CE _ AE_ CE _ AE 

» — *' ^^ CK AD 

CA AD ^^ ^^ 

EC 
Or, par construction, — ■ == X; donc 

LiA 

— — X 

AD "*" ' 
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Observations, La propriété du cercle à laquelle se rap- 
porlenl les deux Porismes précédents, se peut traduire aussi 
sous la forme d'une proposition de lieu^ ce qui serait encore 
un Pprisme. On prendrait pour hypothèse, ou pour don- 
nées défait, les deux points E, D et la raison ; et le Porisme 
exprimerait que le point M, dont les distances à ces points 
sont entre elles dans la raison donnée, se trouve sur un cer- 
cle donné de position. 

Cette proposition de lieu faisait partie des Lieux plans 
d'Apollonius. Pappus la rapporte sous l'énoncé général 
suivant, qui implique le cas où la raison est égale à l'u- 
nité : 

Si de deux points donnçs on mène des droites qui se 
rencontrent' en un point, et que ces droites soient entre 
elles dans une raison donnée : ce point est sur une droite 
ou sur une circonférence donnée de position. 

Eutocius, dans son Commentaire sur les Coniques d'A- 
pollonius, lorsqu'il expose la définition des Lieux plans, 
solides, et à la surface, qu'on trouve aussi dans Pappus, 
démontre cette même proposition , comme exemple des 
Lieux plans. Il Ténonce ainsi : 

Etant donnés deux points sur un plan et la raison de 
deux droites inégales : on peut décrite sur le plan un cer^ 
de, tel, que les droites menées des deux points donnés à 
chaque point de la circonférence soient entre elles dans la 
raison donnée, 

Eutocius détermine le centre et le rayon du cercle-, puis 
il prouve, d'abord que chaque point de la circonférence sa- 
tisfait à l'énoncé de la proposition, et ensuite que, pour 
les points qui ne sont pas sur la circonférence, la relation 
n'a pas lieu. 

On remarquera que l'énoncé d'Eutocius et celui de Pap- 
pus, sans être précisément dans les mêmes termes, sont 
néanmoins les mêmes au fond. Dans l'un et dans l'autre la 
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nature du Heu est connue ou donnée, et la chose à trouver 
est seulement la position de ce lieu (ici la position implique 
nécessairemen t la grandeur ) . 

Cette concordance montre que telle était bien la fprme 
des propositions appelées Lieux chez les Anciens, comme 
tous les géomètres modernes Font admis et comme nous 
Favons supposé dans notre Introduction, en définissant le 
théorème local, le lieu et le problème local (p. 33). 

Du reste, l'ouvrage des Connues géoméiriques, de Has- 
san ben Haithem, qui nous a déjà olTert un document pré* 
cieux par les Porismes qui s'y trouvent (i), renferme aussi 
un témoignage péremptoire au sujet desLieux, Car toutesles 
propositions de Lieux y sonténqncées dans la formeindîquée 
par Pappus et Eutocius. Il nous suffira de rapporter la pro- 
position même dont il vient d'être question : elle est conçue 
en ces termes, d'après la traduction de M. L.-Am. Sedillot : 

Lorsque rie deux points connus de position on mène 
deux lignes droites qui se rencontrent en un points et que 
le rapport de ces deux lignes^ savoir^ celui de la plus 
grande à la plus petite, est connu : le point de rencontre 
est sur une circonférence de cercle, connue de position 
(Livre I, proposition IX) (2). 

Cet énoncé est presque identique à celui de Pappus : et 
ne le fût-il pas dans les mots de l'original, il décrit incon- 

(1) Voir ci -dessus, p. 44^1^'* 

^2) J'ai signalé dans V Aperçu historique (p. 5^7) le rapprochement qui se 
présente ici utilement, entre les ouvrages d'Apollonius, d'Eutocius et d'Has- 
san ben Hai^hem. 

On est autorisé à croire que la démonstration d'Kutociufi est précisément 
celle d'Apollonius, puisque c'est de son Ouvrage qu'il extrait l'exemple des 
lieux plans qu'il veut donner. Elle a, du, rente, le caractère des démonstra- 
tions du grand géomètre. Mais une autre considération ajoute à la probabilité 
de notre conjecture. C'est que la démonstration d'Eutocius contient impli- 
citement le Lerame que Pappus donne (proposition 119 de Commaiidin; 
p. 346. Édition de 1660) comme se rapportant au premier lieu du second livre 
d'Apollonius, c'est-à-dire à la proposition on question. 
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leslableincnl la nature du lieii^ ce qui seul eonstilue le ca- 
ractère que nous avons fait ressortir. 

Simson, en rétablissant les lieiix plans d'Apollonius, a 
conservé rigoureusement la forme des énoncés transmise 
par Pappus. Mais il semble, dans un passage de son Traité 
des Porismes, n'avoir pas distingué, comme il le fallait, 
la diflKrence qui existe entre \e lieu et le problème local. 

Il ne parle pas formellement du problème local ^ cepen- 
dant on peut croire qu'il le comprend implicitement dans 
la définition du lieu^ quand il dit : 

(( Le lien est une proposition dans laquelle on demande 
^) de démontrer qu'une certaine ligne ou surface est donnée, 
M ou de trouver une ligne ou surface dont tous les points 
» aient une propriété commune décrite dans l'énoncé de la 
» proposition; on bien de démontrer qu'une certaine sur- 
» face est donnée, ou de trouver une surface, sur laquelle 
» des lignes tracées suivant une loi donnée, aient une 
w propriété commune décrite dans l'énoncé da la proposi- 
» tion. » 

C^est ce que Fauteur exprime plus brièvement ainsi : 
« Locus est Proposilio in qua propos! tuni est datam esse 
)) demonstrare, vel invenire lineam aut superficiem cujus 
)) quodlibetpunctum, vel superficiem in qua quaelibet linea 
» data lege descrîpta, communeni quandam habet proprie- 
» tatem in Propositionc descriptam. » (De Porismati- 
bus, etc., p. 324.) 

Ainsi Simson dit qu'un lieu est une proposition dans la- 
quelle on demande de démontrer que les points d'une ligne 
dont la nature est donnée, jouissent de telle propriété com- 
mune 5 

Ou bien, une proposition par laquelle on demande de 
trouver la ligne dont tous les points jouissent de telle pro- 
priété commune. 

Cette seconde partie de la définition constitue un pro- 
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blême locaL Et rien, de la part de Pappus, ni d^Eutocius, 
ni d'Hassan ben Haithem, n'autorise à confondre le^ro&/é/7ie 
avec le lieu ; puisque dans les propositions de lieux rappor- 
tées par ces trois géomètres, la nature du lieu est toujours 
donnée et jamais à tix}uver. Il est à remarquer que le té- 
moignage seul d'Eutocius suffirait, puisqu'il se propose for- 
mellement de donner un exemple de ces propositions appe- 
lées lieux. 

Du reste, ce que nous croyons être une inadvertance de 
Simson est tout à fait sans conséquence ultérieure dans le 
développement de ses idées sur la question des Porismes ^ et 
quand il cite, aussitôt après, deux propositions de lieux, il 
prend deux propositions conformes aux énoncés d'ApoUo- 
niusy c'est-à-dire dans lesquelles la nature du lieu fait par-* 
tie de l'hypothèse. 

PoRiSME CLXVIII. — Quand deux droites DD', EE' per-^ 
pendiculaires au diamètre AB d^un cercle^ coupent ce 

diamètre et son prolongement en 
deux points D, E de manière 
quon ait 

EA_ AD 

êb"^db' 

et qu'une tangente au cercle ren^ 
contre ces droites en deux points 

d, e : les distances de ces points au centre du cercle sont 

entre elles dans une raison donnée. 

Cette raison est égale à •—=:• De sorte qu'il faut démon- 

A Cl 

trer que 

C^__ AD 
C 6' "~ ÂË * 

Qu'on mène la tangente em' ^ la corde /»/// passera par 
le point D. Car si Fon connaît la droite cD et qu'on dé- 
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digne par g^ h et Di , les poîniss où elle rencorttre la cir- 
conférence et la corde mm', on aura, d'après le Lemme 

xxvra, 



e 



eh D.A* 
JD'tin autre côté, d'après le Lemme XXXVj 

eh Dh 

Donc le point Di coïncide avec D. Donc là corde rhm^ passe 
par le point D. Pareillement, si Ton mène la tangente dm^^, 
la corde mm'' passera par le point E. Enfin la corde m'm'' 
est perpendiculaire au diamètre AB (Lemme XXX). Par 
conséquent, les angles Amm\ A mm'' sont égauic; et comme 
les droites Ce/, Ce, Ca sont perpendiculaires aux cordes 
mm"^ mrri^ mA.^ les angles JCa, eCa sont égaux. On a 
ainsi, dans le triagle //Ce, 



Mais 



Donc 



Cd 
Ce 




ad 
ae 


ad 
ae 


— 


AD 
AE 


Cd 
Ce 


^^^ 


AD 
A£ 



C. Q. F. n. 

PoRisHE CLXIX. — Étant données deux demi-circon^ 
férences dont Tune est intérieure à Vautre et dont les bases 

AB, A'B' sont sur la même 
droite : on peut déterminer un 
point O, tel, que si une per*- 
pendiculaire à AB, rencontre 
les deux demi^circonférences 

i8 
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position, telle, que le segment m»! formé sur cette droite 
parPm, Pm', sera égal à la ligne a. 

Que Ton inscrire dans l'angle wPS une droite oa égale à 
la ligne donnée a, et parallèle à la tangente menée au point 
donné P, cette droite satisfera à la Question. 

Il faut démontrer que fxp' = o(j = a. 

En eiTet, on a. entre les deux systèmes de points A, &>, m, 
S et A^ S, m', w', d'après le scolie du Porisme CXXX, la 
relation 

(k>m oiA SiTf' SA' 



Sw ' SA w'/w' • w'A 



Or, les quatre droites PA, Pco, Pm, PS coupées par SA et 
o(7, donnent, en vertu du Coroll. II du Lemme XI (p. 83) , 



oim 



w A 






Pareillement, 



Sm • SA fff* 



S m' ^ SA' cil' 



Donc 



«'/w' • w' A' o' p' 



^ = ^, ou ^ — iïil. 

fff* o'p' pto" pi'o' 



Et, par suite. 



ouL -^ lia ffa' -f- jji'o' oer c o' 

-i L-.=-c: — £_, ou — = — 7. 

Of* tf^' 0|/ cyi' 

Cela posé, je dis que oa^=ao\ On sait effectivement 
que le triangle ASA' coupé par la droite Rww', donne 



RA a>'A' b>S 



i; 



RA' w'S wA""^ 

ou, parce que S(ù = û)'S, û) A = AP et w' A' = AT, 

RA _ PA 
RA' "" PA'* 
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Et si Ton considère les trois droites SA, SP, SA' coupées 
par les deux A A', «(o', cette équation, en vertu du Lemme 
XIX, conduit à celle-ci : 



R 



u 



Rw' 



TTW TTW Rw 

— -- 9 OU — . : -— -> == I . 

TTW TTW Rw 



Maintenant en appliquant aux quatre droites PA, Po), Ptt, 
Pot)' coupées par les deux ww' et oo\ le Corollaire II du 
Lemme XI, déjà cité, on a. 



YTb) 



TTW 



W 



R 



•Rw' 



GO 



Donc ao = fJO, Par conséquent, Téqualion ci-dessus 






ffO 



erp 



se réduit à o/x = a^'. 
Il s'ensuit : 



ou 



o^ -t- fxcr = fffx' H- fjLO", 



Od =z ^(l' 



Ce qu'il fallait démontrer. Donc, etc. 
PoRisME CLXXU. — Si par un point P donné on mène 

deux sécantes quelconques aa', bb', 
qui forment les diagonales d^un 
quadrilatère aba'b' inscrit à un cer» 
de donné : la droite ef, qui joint les 
deux points de concours, des côtés 
opposés, est donnée de position. 
En effet, la diagonale aa* ren- 
contre la droite ef en un point a pour lequel on a, d'après 
le Lemme V, 




Va 
Va' 



aoL 
a a* 



On a de même, sur la diagonale hbl^ 

La droite ef est déterminée par les deux points a, 6. 
Mais, d'après le Lemme XXVIII, quand le point P est au 
dehors du cercle, et, d'après le Lemme XXXV, quand ce 
point est dans T intérieur du cercle, ces points a, & sont 
toujours sur une même droite, quelles que soient les deux 
sécantes Poa', VbV. Cette droite est la polaire du point P 
(PorismeCLX). 

Le Porisme est donc démontré. 

VP Genre. (Voir p. iSg.) 

Porisme CLXXIII. — Si autour d^un point fixe P, pris 

sur le diamètre AB d^un cercle, on 
fait tourner une droite qui rencon- 
tre la circonférence en C ef D, ef que 
Von mène DE perpendiculaire au 
diamètre AB : la corde EC passera 
par un point donné. 

Ce Porisme est une conséquence immédiate du Lemme 
XXX (proposition i56), 

Porisme CLXXI V . — Étant donné un demi-cercle ADB, 

si ron mène une droite MM^ qui forme 
sur les tangentes aux extrémités de ce 
diamètre deux segments dont le rec- 
tangle AM . BM' soit égal à un espace 
donné v : la perpendiculaire à cette 
droite, menée par le point m où elle 
rencontre le demi-cercle, passera par 
un point donné. 
Qu'on prenne le point P déterminé par l'égalité 

PA.PB = v; 
ce sera le point cherché. 
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Cela résulte du Lemme XXXI (proposîlîon 187), d'après 
lequel la perpendiculaire à MM' menée par le point m, 
rencontre le diamètre AB en un point P, tel, que l'on a 

PA.PB = AM.BM'=v. 

PoRiSME CLXXV. — Si autour d^un point D pris 
dans le plan d^un cercle on fait tourner un coté d^un 
angle droit dont le sommet M glisse sur la circonférence 

du cercle, et que par le point E où f autre 
côté rencontre la circonférence, on mène 
une parallèle au premier côté : cette droite 
passera par un point donné. 

Qu'on prenne sur AB le point F, leh 
que OF = OD, O étant le centre du cer- 
cle. Ce sera le point qui satisfait à la question. 

La démonstration résulte du Lemme XXXVI (proposi- 
tion 162). 

En eflet, qu'on prolonge la droite MD et sa parallèle jus- 
qu'à leur rencontre avec la circonférence, en M' et E', on 
forme un rectangle inscrit MEE'M'. D'après le Lemme, les 
deux côtés parallèles MM', EE' sont à égale distance du cen- 
tre; donc tout diamètre les rencontre en deux points situés 
à égale distance du centre. Donc la droite EE' passe par le 
point F situé sur le diamètre AB à la distance OF égale à 
OD. Ce qui démontre le Porisme. 

PoRiSME CLXXVI. — Un angle de grandeur donnée 
se meut de manière quun de ses cptés passe par un point 
donné, et que son sommet glisse sur une circonfét^nce de 
cercle^ son deuxième côté rencontre la circonférence en 
un deuxième point par lequel on mène une droite fai^ 
sant avec ce côté un angle égal à V angle mobile y mais 
dans un sens contraire : cette droite passe par un point 
donné» 

La démonstration do cette proposition se déduit du Po- 
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risD^e précédent qui n'en est. qu'un cas pat'ticulier, celui où 
Tangle mobile est droit. ^ 

Reprenons, en effet, la figure précédente et concevons 
qu'on ait abaissé du point D sur ME une oblique DN faisant 
Tangle N de la grandeur donnée ^ le point N sera sur un cer- 
cle. Car le triangle rectangle MDN est donné d'espèce: par 
conséquent^ son hypoténuse DN est proportionnelle au 
côté DM. Si Ton portait sur DM une ligne égale à DN, son 
extrémité serait sur un cercle ayant le point D pour centre 
de similitude avec le cercle AMB. Et si Ton suppose que ce 
cercle tourne autour du point D d'un angle égal à MDN, 

il deviendra le lieu du point N. Ce point 
est donc sur un cercle 2. Le point A' où 
la droite DA', faisant avec DA l'angle 
ADA' égal à MDN, rencontre la tan- 
gente en A, appartiendra au cercle S, 
dont le centre sera en CK au point d'in- 
tersection de la droite DA' et de la perpendiculaire à DF 
élevée par le centre O du premier cercle. 

Maintenant si l'on suppose que du point F on abaisse sur 
la droite ME une oblique FI faisant l'angle en I égal à l'an-r 
gle en N, mais en sens contraire, de manière que le pre- 
mier étant à droite de la perpendiculaire DM, le second soit 
à gauche de la perpendiculaire FE : le point I sera sur un 
cercle qui sera évidemment le même que le cercle S. Car son 
centre sera sur la droite FB' faisant avec FB l'angle BFB' 
égal à EFI, et, par conséquent, coïncidera avec le centre O^ 
de Z; en outre, son rayon CKB' sera égal à D'A'. 

On conclut de là que : Si par un point D donné dans le 
plan d'un cercle Z on mène une droite DN à un point de la 
circonféreijce, et par ce point une droite NI faisant avec DN 
un angle donné, puis par le point I une autre droite faisant 
avec NI un angle égal à l'angle N, mais dans un sens diffé- 
rent : celle droite pajssera par un point fixe F situé sur la 
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droite DA qui fait avec le rayon 0*0 du cercle £, un angle 
ADA' ^al au compUment de l'angle donné N. 
Ce qui démontre le Porisme. 

PoRisME. CLXXVII. — Si de chaque point d'une droite 
donnée de position dans le plan d'un cercle, on mène 
deux tangentes au cercle : la corde qui joint les deux 
points de contact passe par un point donné. 

Soient MA, MB et ma, m&Ies tangeniea menées par deux 
points M, m de la droite LM. Ces tangentes forment le qua- 
drilatère circonscrit 
MCrnD dans lequel 
les cordes Aa, B& se 
reucontrent en un 
point Q de la diago- 
nale M m ( Porisme 
CLXU, CoroU.), et 
les cordes Ai et Bo 
en un point R de la 
même diagonale. Soit 
P le point de rencontre des deux cordes de contact AB, 
ai; eiE, eles points où ces cordes rencontrent la droite LM. 
Considérons le quadrilatère aQ6K dont les points 'de 
concours des côtés opposés sont A et B. La droite qui joint 
ces poiuts, c'est-à-dire ta corde AB, est rencontrée par les 
deux diagonales ab et QR en P et E, et l'on a (Lemme V), 
PA _ EA 
PB ~ EB' 

Donc, quelle que soit la corde ab, c'est-à-dire quel que 

soit le point m sur la droite LM, le point P par lequel (lasse 

cette corde estlîxeetdélermiué.Cequidémontre le Porisme. 

Corollaire. On a, évidemment, 

P«_ca 

9b~ eb' 
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de sorte que d'après le Porisme CLX, si la droite LM ren- 
contre le cercle, le point P est le poin^ de concours des 
tangentes aux deux points de rencontre. On en conclut ce 
théorème ; 

Quand un angle est circonscrit à un cercle, si par son 
sommet on mène une droite qui rencontre le cercle, les 
tangentes aux deux points de rencontra se coupent sur 
la corde qui joint les points de contact des deux côtés de 
V angle. On peut dire, sur la polaire du sommet de V angle. 
PomsMB CLXXVni. — Un angle APB étant circonscrit 

à un cercle^ et un point Q étant donné 
sur la corde de contact AB ; si par ce 
point et le sommet de l ^ angle on mène 
deux droites qui se coupent en M sur 
le cercle : la corde mm' que ces droites 
interceptent dans le cercle passe par 
un point donné. 
Ce point est sur AB et se détermine par la proportion 

RA_ AQ 
RB ■"" QB' 

En effet, la droite PJM rencontre la corde de contact AB 
en |ui, et Ton a 

|5i=?i^. (Porisme CLX.) 

Le point fA^ déterminé sur QM par Téquation 

QM _ fit^M 

est, de même que le point R, sur la corde de contact des 
tangentes menées par le point Q (Porisme CLX). Cette 
corde, d'après le corollaire du Porisme précédent, passe 
par le point P. 
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Les deux dernières équations donnent celte-ci : 

PM . f*M_ f*^ .QM 
P/w * itm \>! m! * Q/w' 

entre les deux séries de points P, M, m, \k et fx', M, m', Q 
situés sur les deux droi tes PM, QM. Et cetteéquation prouve, 
d'après le LemmeXVI, que les trois droites V\i^ Q/x, mnJ 
passent par un même point : c'est-à-dîre, que la corde mm! 
passe par le point d'înterseclion des deux droites Pjut', Qfx, 
ou PR, QA. Ce qui démontre le Porîsme. 

PoBisME CLXXIX. — Deux droites parallèles LC, 

L'C étant données dans le plan d^un 
cercle y si par chaque point de LC on 
mène deux tangentes au cercle et 
une droite au point milieu du se g" 
ment que ces tangentes intercep^ 
tent sur \JG : celte droite passe par 
un point donné. 

En effet, on a vn dans le Porisme 
CLXXVII que la droite ab qui joint 
les deux points de contact de chaque 
couple de tangentes, passe par un point fixe P, et que, c 
étant le point où ab rencontre LC, on a la proportion 




Vb 



ca 
7b 



De plus les trois droites ma, m&, mP rencontrent la droite 
VC! en a!^ V et F, et l'on a 

P'û' Va ca ,^ 11 . TT oo \ 
777 = 5Â • —• (Corollaire II, p. 83.) 



"v'y 



Vb * ca 



Donc 



%^, = ^, ou F«' = P'i'. 
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Donc la droite menée du point m au milieu F du segment 
a'i', passe par le point fixe P. 

Le Porisme est donc démontré. 

PoRiSME CLXXX. — Étant donnés deux droites SA, 

SA', un point P et un espace v : on peut 
troui^er sur ces droites deux points I et i' 
en ligne droite av>ec le point P, et tels, 
que si Von prend sur SA, SA', deux 
points m, m' lies par V équation 

\m.V w! = V, 

la droite mrs^ passera par un point donné. 
Que l'on mène par le point P la droite IJ', telle, que 
SI.SJ'=v; ce que l'on fait par le Lemme XXXVIII 
(proposition i64) : les deux points I et J' satisfont à la 
question, et le sommet Q du parallélogramme construit sur 
les deux côtés SI, SJ' est le point par lequel passent les 
droites ntni' , 

Cela est une conséquence du Porisme CXVIII. 
Porisme CLXXXI. — Quand deujç droites qid tour- 
nent autour de deux 
points P, Q d^un cer- 
cle^en se coupant tou^ 
jours sur la circon- 
V férence^ rencontrent 
deux droites fixes SA, 
SA', menées par un 
autre point du cercle^ 
en deux points m, m' : /a droite mm' passe par un point 
donné. 

Soient a et V les points où les tangentes en P et en Q 
rencontrent, respectivement, les deux droites SA, SA'; et t, 
a' les points de section de ces droites par la ligne PQ. Le 
point de rencontre des deux droites aa', bV est le point 
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cherché^ c'est-à-dire que la droite mm' passe par ce point. 
En effet, les quatre droites Pa, Pi, PS et Vm font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites Q«\ Q^S QS et 
Q^m'. Par conséquent (d'après le Corollaire III, p. 84) la 
relation suivante a lieu entre les deux séries des quatre 
points S, a, i, m et S, a\ 6', m' : 

S/w^ bm _ S/w' . 6'//i' Sm,ba _ Sm' .b'a' 

Or cette équation prouve, d'après le Lemme X ou XVI, 
que la droite m/Ti^ passe par le point d'intersection des deux 
droites aa\ bV» Donc, etc. 

PoRiSME CLXXXII. — Un quadrilatère étant inscrit 
dans un cercle, si on le déforme en faisant tourner trois 

de ses côtés autour de trois points 
fixes P, Q, R situés en ligne droite: 
le quatrième côté passera par un 
point donné. 

En effet, soit S le point où le 
quatrième côté rencontre la droite 
sur laquelle sont les trois points 
P, Q, R; et soit i le point de ren- 
contre des deux côtés opposés ab, cd du quadrilatère. Con- 
sidérant le triangle PiR coupé par les deux droites ad 
et ic, on a, d'après le théorème de Ptolémée, 

Pfl j_£ RS _ 
ta 'Rrf'PS ""'' 

jc_ RQ P^_ 
Rc * PQ ' 7F ~" ' • 

Multipliapt membre à membre et observant que 

ia . ib =t ic . /rf, 
on obtient 

Ptf.P^ _ PQ.PS 
Rc.Rd'^ RQ.RS' 
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Le premier membre est constant, par conséquent le rap- 

PS 
port — Test aussi. Ce qui démontre le Porisme. 

PousME CLXXXin. — Étant donnés deux cercles, si 
Von mène deux rayons parallèles: la droite qui joindra 

leurs extrémités passera 
par un point donné. 
3 En effet, soit S le point 
ou la droite mm! rencon- 
tre la ligne des centres 
OC; les deux triangles mOS, m'QfS sont semblables, et 
Ton a 

SO _ Om __R^ 

en appelant R, R' les rayons des deux cercles. 
Ainsi le point S est fixe. Donc, etc. 
Remarque, On a 

S/« _ SO _ R^ 

w "" sêF "" R'* 

Par conséquent les deux cercles sont deux figures sembla- 
bles dont le centre de similitude est en S. 

Il est clair que les tangentes aux deux cercles, en leurs 
points homologues mm' sont parallèles, puisque les rayons 
0/w, 0/w' sont parallèles. 

^Dans la figure, les deux rayons parallèles Om, Om' ont 
la même direction. S'ils avaient des directions contraires, 
la droite mm' passerait encore par un point fixe, différent de 
S. Ainsi deux cercles ont deux centres de similitude. 

VIPGenre.(Voirp. 144.) 

Porisme CLXXXIV. — Étant donné un triangle ABC, 
si par les deux points A, B, on fait passer plusieurs cer- 
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des, dont chacun rencontre les côtés AC, BC en deux 

points m, m'^ un point D étant donné 
sur CA : on peut troui^er un point E sur 
CB, tel, que les deux segments Dm, 
E m' seront entre eux dans un rapport 
donné. 

Le cercle mené par les trois points A, 
B, D rencontre le côté BC au point de- 




mandé E. Et Ton a 



D/w 
Ê7P 



DC 
EC 



En effet, les deux cordes DE, mm! sont parallèles, parce 
que les angles ADE, A. mm' sont égaux entre eux, comme 
suppléments de T angle ABC. Par conséquent 



Dm 



DC 
EC 




Donc, etc. 

PoRiSME CLXXXV. — Quand plusieurs cercles passent 

par deux points P, Q, et rencon- 
trent deux droites fixes PA, PB, 
menées par un de ces points , en 
des couples de points a, b; a', 
b'5 . . . : /e rapport des segments 
aa', hV faits par deux quelconques 
des cercles, est donné» 

En d'autres termes, les cercles divisent les deux droites en 
parties proportionnelles. 

En effet, menons par le point Q une droite QC qui 

rencontre les cercles aux points c, c', .... Le rapport —7 
est donné (Porisme précédent) 5 et de même le rapport 
— ;• Uonc tt; est donne. c. o. f. d. 

ce 00 ^ 
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Corollaire. Il résulte de là, en vertu du Porisme CVII, 
que : Les milieux des cordes ab , a'b', . . . sont sur une 
même droite, 

Porisme CLXXXVI. — Un cercle est circonscrit à un 

triangle PQR, et deux droites 
fixes SA, SA' sont parallèles 
aux deux côtés PR, QR 5 si 
autour des deux points P, Q 
on fait tourner deux droites 
qui se coupent sur la circonfé- 
rence du cercle et qui rencon- 
trent SA, SA' en m et w! \ le 
point A étant donné sur SA : 
on pourra troui^er le point A' 
sur SA' et une raison A, tels, que le rapport des deux seg- 
ments A m, A' m' sera égal à cette raison. 

La droite PA rencontre le cercle en a, et la droite Qa 
rencontre SA' au point cherché A'. Soit B le point où la 
tangente en P rencontre SA, et B' le point où PQ rencontre 

SA'. La raison X est égale à -7^ • 

A B 

En effet, le faisceau de quatre droites PA, PB, Pm et 

PR, a ses angles égaux à ceux des quatre droites QA', QB', 

Qm' et QR. Il s'ensuit, comme il a été démontré pour 

le Porisme CX, qu'il existe entre les deux systèmes de 

points A, B, m et A', B', m' la relation 




A/w • A'/w' • 
ÂB "" Â^' 



ou 



A/n 



AB 



A' m' A'B' 



Donc, etc. 



IX* Genre. (Voir p. i49«) 

Porisme CLXXXVII. — Si l'on prend sur une droite OA 
deux points variables m, m', déterminant des segments 



dont le rectangle 0/w.Ow' soit égal au carré construit iur 

une droite donnée a^ u 

Y' S — m fï S? ^ étant le milieu de ces deux 

points, et h une ligne don-r 
née : on peut trouver un point E et une raison fiy tels, que 
Von aura toujours 

Em.Em' _ 
b.En "~f*' 

Il suffit de prendre OE = a, et (i= a—» Cela résulte du 
Leinme XXIII (proposition i49)* 

En effet, puisque Om.Om'= a* = OE , il s'ensuit, d à- 
près ce Lemme^ que 

Em.E/»' = OE(Em-i-Ew'), • 
ou 

Em.Em' r\T^ Em.E/w' 2 OE 

- = OE^ et -r-ETzr = —ir = /^- 



2£/t 



b.En 



Si le point E, au lieu d^être placé comme dans la figure^ 
était pris du même côté de O que m et m', ce serait le 
Lemme XXV (proposition i5i) que l'on invoquerait. 

PomsME CLXXXVin. — Quand un cercle est inscrit 

dans un triangle AA'B> si ton fait 
tourner sur la circonférence une tan- 
gente qui rencontre les côtés BA, BA' 
en deux points m, m' : on peut iroui^er 
un point J' sur le côté BA', et une ligne 
^, tels, quon aura toujours F égalité 

La tangente parallèle à AB coupe A^B au point cherché 
J'. La tangente parallèle à A'B coupe AB en un point I, et 
l'on a 11=: AI. 

'9 
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Eu effet, soient Ci', C; les parallèles aux deux côtés A'B,^ 
AB menées par le centre du cercle. On démontre comme 
au Porisme CXXX, que les quatre droites CA, Ciw, CI ^t 
C; font entre elles, deux à deux, des angles égaux aux an- 
gles des droites CA', Cm', Ci, CJ', Et on en conclut par la 
même démonstration que pour le PorisiQe CXXII, cette 
égalité 

Am A'/w' km .y m' 



ou 



= AI. 




Al "" y m' Mm' 

c. Q. F. D. 

PoRisME CLXXXIX. — Si autour de deux points P, Q 
.^, . d'un cercle, on fait tourner 

deux droites qui se coupent 
en M sur la circonférence, et 
rencontrent une droite fixe 
LA en ta et tsdI \ le point A 
étant donné, ainsi quune 
ligne et : on pourrcf, tromper 
deux autres points, A! et V sur LA, tels, que le rapport 
des rectangles Am.J'm' et A^m! ,a sera constant. 

Qu'on mène PA qui coupe le cercle en «5 Qû déter- 
mine le point demandé A'. Soient P/, Qi parallèles à LA; 
les droites Q/, Pï coupent LA en J' et L J' est le deuxième 
point demandé; et Ton a 

Am,ym' _ Al 

Af „/ •^~' ' 
m . Cl a 

ou bien 

A m, 3' m' 



A' m' 



= AL 



En effet, les quatre droites PA, Pm, PI et P; font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites QA', Qm\ Qi, QJ'. 
Si Ton conçoit que ces droites issues du point Q rencon- 
trant une tr^psversie^le en des points A\ m'', F, J" : en com- 
parant ces points d'abord aux trois A, m, I, puis aux trois 
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A', m'^ ]', on obtiendra les Velation$ 

A^ • rF" "^ IJ' ^^^'' ^^^ Lemmes III et XI, p. 83.) 

A." m'' . JV _ Km' 
M'Y • rr ~ J'/w'* 

Donc 

A/w A'/w' km.Vm' ., 

AI V nv Afm' 

c. Q. F. D. 

X* Genre. (Voir p. i56.) 

PoRiSME CXC. — On a un cercle dont le diamètre 
est AB; la tangente en E est parallèle ce diamètre, et 
les points I et ï de cette droite appartiennent aux tan- 
gentes en A et en B] si autour 
daces points A, B on fait tour- 
ner deux droites qui se coupent 
sur la demi'circonférence ADC, 
et qui rencontrent la tangente 
U' en m et m! : le rectangle 
Im'. J'm sera égal à un espace donné augmenté du rectan- 
gle formé sur l'abscisse mm! et une ligne donnée. 

L'espace donné est lE.J'E, et la ligne donnée J'I. De 
sorte que Téquation à démontrer est 

Im^J'/n=:IE.J'E-HJ'I.lnm^ 

En aflfet, les quatre points m^ m\ I, J- sqnt liés par l'é- 
quation suivante, d'après le forispie UX, 

Il suffit.donc de prouver que Im.J'm'=IE.J'E. 

'9- 
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Or les triangles Ami, w'BJVsont seaiblables. Donc 

-— - = :;7-r;j OU bieu Im, J'm' = AI . BJ'. 
AI J m 

Et comme AI = BJ'= lE = J'E, il en résulte 

.I,/i.J'm' = IE.J'E. 

Donc, etc. 

Observation, On trouverait de même que si le point M 
était pris sur la *demî -circonférence AEB, l'équation de- 
viendrait 

l/n'.J'm 4- IJ'. mm' = lE. J'E. 

Elle répondrait donc à un Porisme exprimé par la for- 
mule 

I m' . J' m -H fjt . mm' = V. 

Mais cette formule ne se trouve pas dans les énoncés de 
Pappus. Nous en dirons plus loin la raison (à la suite du 
Porisme CXCIX). . 

Porisme CXCI. — Un trapèze PiQj est inscrit dans 
LA' w I A B' j ' m' un cercle, et 

une droite AL 
parallèle à ses 
côtés Pj, Qi, 
est prise au de- 
hors du cercle i 
le point K étant 
donné sur cette droite : on poutra trouver un autre point 
B', un rectangle v et une ligne fx, tels, gue si de chaque 
point M de tare iPj, o» mène les droites MP, MQ, qui 
coupent LA en m et m', on aura toujours la relation 

Am . B'm' = V -j- fji . mni!. 
Qu'on mène PA qui rencontre le cercle en a, et Qtf qui 
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détermine le point A^ Puis, Vi et Q/ qui coupent AL en 
I .et J' On prendra J'B' = AI , v = AI. A'A et fi = AI. 
En effet, d'après le Porîsme GLXXXIX, on a l'égalité 

Am.J'm'=AW.AI, 

et Ton en conclut, comme au Porîsme CXXIII, l'équation 

Am. Vm! = AI . A'A -h AI . /ww'5 

ce qui démontre le Porîsme. 

Observation. Si .l'on cherche ce que devient l'équation 
quand le point M est pris sur l'arc iaQbj qui avec iPj com- 
plète la circonférence, on trouve qu'il y a deux cas à con- 
sidérer : 

Pour les points des arcs ia^ jb contigus à /P/, l'équation 
est 

Am.Wm! -h AI . AA' = Al. mm!. 

Et pour les points de l'arc aQô, elle devient 

A w . B'm' 4- lA . mm' = lA . A'A. 

Ainsi la circonférence est partagée en quatre arcs consé- 
cutifs /Pi, ia^ a(^b^ bj dont le premier et le troisième 
donnent lîeu à deux équations différentes, et les deux au- 
tres à une seule équatioo . 

Xn* Genre. (Voirp. i52,) 

m 

Porîsme CXCII. — Un seginent de cercle AmB étant 

donnCj ainsi quune raison 'k : on peut 
trouver un point C et une raison fi, tels, 
que les distances de chaque point m de 
h l'arc de cercle AmB aux trais points A, 
B, C auront entre elles la relation con- 
stante 

Km -h >.Bw 

— ci; — ='^- 
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Qu'on prenne sur l'arc AGB^ qui complète la circonfé- 
rence du cercle, le point C déterminé par lé rapport 



AC 
CB 

on aura 



AB 



= A^ ce qu'on fait par le Lemme XXIX; puis [jl= —: 



Km 



AC 
CB 



B/7? 



Cm 



AB 

BC 



En effet, les quatre points A^ B, G, m sont les sommets 
d^un quadrilatère inscrit au cercle» dans lequel, d'après le 
théorème connu des Anciens et qui fait la base de leur tri- 
gonométrie, le produit des diagonales est égal à la somme 
des produits des côtés opposés^ c'est-à-dire que 

AB.Cm = Am.BC-f-Bw.AC, 
ou 



A/W -f- rTTT B»l 

BC 



É <« I 1^— ^—^U 



Cm 



AB 
BC 



€• Q« F. n. 

Obsen^tion^ Si la raison donnée est égale à l'unité, le 
point C sera le milieu de l'arc ACB, et Téquation satisfera 
à l'énoncé du XIV® Genre (voir p. 17a)» 

XV Genre. (Voir p. 174.) 

PoKtSHE CXCIII. — Deux droites OA| OB'^ étant don- 
nées, si Von mène une 
droite mm' qui fasse Soit 
ah^c AO et OB, soitai^ec 
OA et le prolongement 
de OB, un triangle 
wlOïdl égal à un espace 
donné v : le rectangle 
des deux segments Om^O 10! est donné. 
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Cela réduite des Lcmme» XX et XXI. En effet, soit ah 
une position de la droite mnJ. Les deux triangles aO&, 
m O m' sont égaux par hypothèse. Leurs angles en O sont 
égaux ou supplémentaires^ par conséquent, d'après le 
Lemme XX dans le premier cas et le Lemme XXI dans le 
second, leurs surfaces sont entre elles comme les rectangles 
Oa.Ob eiOm^Ornl. Donc ces rectangles sont égaux. 

Soit oD perpendiculaire sur OB; on a 



d'où 



, 1 r\ Ob.aX) 
triangle bKja = = v. 



Oi = — — et Ofl.OJ=2V.^— < 



Le rapport — =- est constant, quel «que soit le point a 

pris sur OA. Le rectangle Oa.OJ, et par conséquent 
Om.Om\ qui lui est égal, est donc déterminé. 
Ce qui démontre le Porisme. 

PoRiSME CXCIV. — Si d'un point P pris sur le dia- 
mètre AB d^un demi'Cercle , on mène 
une droite à chaque point M de la cir- 
m* conférence, et que par ce point on mène 
à cette droite une perpendiculaire qui 
^ rencontrera en deux points m, m', les 
tangentes en A et B : le rectangle Am.Bm' sera donné. 

Cela résulte du Lemme XXXI (proposition iSy) d'après 
lequel 

Afn.Bm':=PA.PB. 

PouismeCXCV. — Si autour d'un point fixe on fait tour- 
ner un côté d'un angle de grandeur donnée dont le som- 
met glisse sur une circonfétence de cercle : Vautre côté de 
l'angle forme sur deux certaines droite^ données de posi-^ 
tion deux segments dont le rectangle est donné. 
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Soient Die point donné sur le diamètre A'B', et DNK une 

position de T angle mobile. QuW 
mène A'X faisant Tangle XA'D ^al 
à DJNK, et B'Y parallèle à A'X^ puis 
par le point D une perpendiculaire 
à ces droites, qui les rencontre en A 
et B. Le côté NK de Tangle N fait 
sur ces droites les segments Am, 
B' m' dont le rectangle est égal à DA.DB. 

Cela résulte du Porisme précédent 5 car si l'on mène DM 
perpendiculaire sur le côté NK de Pangle mobile, le point 
M sera sur le cercle décrit sur AB comme diamètre (ce 
qu'on démontre par le raisonnement déjà employé au Po- 
risme CLXXVI). Donc, d'après le Porisme précédent, 

• 

Âm.Bm'=DA.DB. 

c. Q. P. n. 
Porisme CXCVI. — Si autour de deux points fixes D, D' 

piis sur le diamètre AB d'un demi^cercle 
à égale distance du centre ^ on fait 
tourner deux droites parallèles qui ren^ 
corttrent la circonférence en deux 
points^ E, E' : la droite EE' forme sur 
les tangentes en A et B deux ^segments 
A m, A m' dont le rectangle est donné. 
Ce rectangle est égal à DA .DB. 

En eflet, les deux droites DE, D'E' étant parallèles et 
également éloignées du centre^ Fangle DE E' est nécessaire- 
ment droit. Car si l'on mène le diamètre perpendiculaire à 
ces droites, qui les rencontre en G et G^, on a CG = CG'5 
par suite, d'après le Lemme XXXVI, la corde EE' est pa- 
rallèle à GG'. L'angle DEE' est donc droit 5 et conséquem- 
ment, d'après lè Porisme CXCIV, le rectangle Am.Am' est 
rgalâDA.DB. c. q. r. n. 
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Autrement, Sans invoquer le Lemme XXXVI, les cordes 
EF, EF'-sont égales, comme parallèles également éloignées 
du centre 5 et comme le diamètre qui leur est perpendicu- 
laire passe par leurs milieux, GE = GE' ; donc EE' est 
parallèle à GG'; et Tangle DEE^ est droit. Donc, etc. 
PoRisME CXCVn. — Étant donné un demi-cercle ACR, 

, une tangente quelconque mm' fait sur 
les tangentes aux extrémités du,diamè- 
tre AB, deux segments A m, Bm' dont 
le rectangle est rlonné. 

Ce rectçmgle est égal au carré du rayon 
du cercle. 

En effet, soient n le point de contact de la tangente, et O 
le centre du cercle. Les deux droites O m, Om' sont rectan- 
gulaires, parce qu'elles sont perpendiculaires respective- 
ment aux cordes An, B/i. Le triangle mOmf est donc rec- 

tangle en O, et par conséquent ona mn.m'n = On = R*. 
Mais mn = A/72, et m^n = Bm'. 
Donc 




Am.Am'= R*. 



c. 



% 



F. D. 



Ce Porisme pourrait être considéré simplement comme 
un cas particulier du précédent. 

Porisme CXCVIII. — Quand un losange A1B3^ est circon- 
scrit à un cercle, toute tangente au cetcle 
fait sur les cotés AI, AJ' deux segments 
Im, J'm', dont le rectangle est donné. 
Soit D le point de contact du côlé lA , 
on aura 

Im.JW=ID.J'A. 

En effet, soit C le centre du cercle, et 
Cz*, C/ parallèles à AJ' et AI, respective- 
ment. Les quatre droites CD, Cw, CI, C;, font entre elles 
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deux a deux, des Angles égaux k ceux des droites CA, Cm', 

On en conclut par le raisonnement employé pour la dé* 
monstration du Porisme XCVII^ qu'il existe entre les deux 
systèmes de points D, m, I, et A, /?/, J' la relation 

TTT = -ÇT— ,> au I/n.J'w' = ID.J'A. 

C. Q. F. D. 

Autrement. Les deux triangles ICm, Vm^C sont sem- 
blables, parce que les côtés IC, Cm, ml du premier sont 
également inclinés sur les côtés respectifs J'm', m'C, CJ'du 
second. On a donc la proportion 

Im_ cr 

IC ^ 



et Im.J'm'==IC.CJ'=aIC. 



Ainsi le rectangle Im^Vm! est donné. 

G. Q. F. n. 
Cette seconde expression du rectangle \m,i' m' se ramène 
immédiatement à la première. Car dans le triangle ICA, 

ic'=lD.IA = ID.J'A. 



XVI* Genre. (Voir p. 177.) 

Porisme CXCIX. — Si autour de deux points P, Q d^un 

cercle^ on fait tourner 
deux droites qui se 
coupent en M sur la 
circonférence, et qui 
rencontrent une corde 
EF en deux points m, 
m'; un point A étant 
donné sur cette corde : on pourra trouver un second point 
Bfj un rectangle v et une ligne fx, tels, que pour des points 
M du cercle, en nombre infini^ on aura toujours la rela- 
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tion 

A/w.B'm'-j-v 

mm ' 

Qu'on mène P; et Qi parallèles À EF-, puî* P/, Q; qui 
rencontrent ÊF en I et J'. Qu'on prenne J'B'== AI5 B' sera 
le point cherché. La droite PA rencontre la circonférence 
en a\ evÇ^a rencontre EF en A'. On fera v si= AI, A A', et 

pt £±à AI. 

Enfin, le point M devra se trouver sur Tare iP/, ou sur 
l'arc ab déterminé par les lignes PA et QB'. 

En effet, supposons-le sur Tare «P/-, les deux points m, 
m' ont, avec deux autres points C, C déterminés de la même 
manière, la relation 

- — =X7s — :> (PorismeCXXJX.) 

C/w C m' ^ ' 

qui entraîne, comme au PorismeLXXVIII, la suivante 

A/»ï.B'//t'-hAI.AA' 



mm^ 



= AI. 



Le Porisme est donc établi. 

6i le point donné A est sur la circonférence» en E par 
exemple, le rectangle v est nul et la relation entre les deux 
points m, /»', qui alors convient à tous les points M de la 
circonférence, devient 

Ew.B'/w' 



= EI. 



mm 



C'est le cas prévu dans l'énoncé du XVI® Genre. 

Observations, Si dans la figure sur laquelle nous venons- 
de démontrer le Porisme, le point M est pris sur l'arc lE^ 
ou sur /F, on trouve que l'équation devient 

A m . B' nJ = AI . A'A -+- AI . mm'. 

Pour les points de l'arc Ert ou de l'arc Fi, elle prend 
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une troisième forme 

Aw.B'm'4-AI.wm'= AI.AA'. 

Ainsi la circonférence est divisée en six arcs, lE, Ea, 
abj 6F, F/, 17. Deux de ces arcs, ab^ ij, qui sont opposés, 
se correspondent; des quatre autres, ceux qui se correspon- 
dent sont d'une part aE, iF, qui sont contigus à ab'^ de 
l'autre, lE, /F, qui sont contigus à ij : et chacune des trois 
équations se rapporte à l'un de. ces couples d'arcs corres- 
pondants. 

Il n'en était pas entièrement de même dans la figure du 
Porisme CXCI, qui appartient au X® Genre, et qui ne se 
distingue de celle dont nous venons de nous occuper que par 
la position de la droite A A' en dehors du cercle. Les diffé- 
rentes positions du point M exigeaient aussi trois équa- 
tions : mais la circonférence n'était divisée qu'en quatre 
parties. A deux parties opposées répondait une seule des 
trois équations. Chacune des deux dernières parties em- 
ployait seule une des deux équations restantes. 

Mais on voit que les équations qui expriment les X® et 
XVP Genres se présentent ensemble dans une même ques- 
tion. 

Toutefois dans l'ouvrage d'Euclide les questions relatives 
à ces deux Genres n'ont pas été les mêmes. Ce géomètre, 
guidé par une considération théorique importante qui tient 
aux imaginaires, comme nous allons le dire, a dû intro- 
duire dans les énoncés des Porismes dont Pappus a formé 
le XVP Genre une condition d'après laquelle ils s'ap- 
pliquaient nécessairement à des questions, ou du moins 
à des figures, différentes des questions ou des figures qui ont 
fourni à Pappus son X® Genre. Cette condition, c'est que 
le rectangle v- puisse devenir nul par suite de la position du 
point A, condition qui n'existe pas dans le texte du X*^ 
Genre. 
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On reconnaît immédiatement dans la géométrie moderne, 
que cette distinction revient au cas où les points doubles des 
deux divisions homographiques formées par les couples des 
points 'm, m! sont imaginaires. 

Ce sont sans doute ces cas d'imaginarité dont Euclide a 
voulu montrer les conséquences, en distinguant avec pré- 
cision des questions qui conduisent aux mêmes relations 
entre lès points variables que l'on considère, et il les a ca- 
ractérisées si nettement, que Pappus en a fait deux Genres 
séparés. 

Les Livres de la section de raison^ de la section de V es- 
pace et de la section déterminée^ nous apprennent que ces 
cas d'imaginarité avaient frappé vivement l'imagination 
des géomètres grecs. Apollonius y a trouvé le sujet de belles 
questions de maximum qui nous ont été conservées par 
Pappus, et qui suffiraient pour montrer la sagacité et le 
génie de celui que les Anciens avaient surnommé le grand 
géomètre, 

La comparaison de ces trois ouvrages de la section de 
raison, de la section de l'espace et de la section déterminée, 
met aussi en évidence toute la hardiesse d'Euclide dans la 
conception de ses Porismes. Elle fait sentir combien il a eu 
à surmonter de difficultés pour donner toujours aux énon- 
cés une rigoureuse exactitude. 

Ces difficultés naissent pour la plupart de la diversité 
des positions relatives des points dans une figure, en d'au- 
tres termes, de la direction des segments \ elles ont disparu 
dans la géométrie moderne par l'introduction des signes + 
et — . 

Si le seul problème de la section de raison, le plus sim- 
ple qu'on puisse imaginer, puisqu'il s'exprime par l'équa- 
tion à deux termes Am = X.B'm', la plus simple aussi de 
toutes celles qui se trouvent dans les Porismes, si ce pro- 
blème, dis-je, à raison de ces différences de positions rela- 
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tives des points et des lignes, a demandé à Apollonius 
87 cas; celui de la section de l'espace 84s et celui de la sec- 
tion déterminée 83, on doit être eilrayé des obstacles mul^ 
tipliés qu^a dû rencontrer Euclide en introduisant dans la 
géométrie les équaûpns à trois et à quatre termes qui font 
le sujet d'un grande partie des Genres indiqués par Pappus. 

Sans doute la nature et le vaste epsemble des proposi-* 
tions variées auxquelles s'appliquent ces équations qui se 
rattachent à une théorie unique, celle des divisions ho-- 
mographiques , forment le mérite principal de Toiivrage 
d'Ëuclide. Mais on peut croire que la nouveauté hardie que 
présentaient les Porismes, à raison des difficultés que nous 
avons signalées, a été aussi un des. motifs de Tadmiration 
de Pappus pour ce grand ouvrage, en tout si original et si 
profond. 

Peut-être s'étonuera-t^on qu 'Euclide n'ait pas dosiné de 

Porismes susceptibles de former un Genre exprimé par la 

troisième des équations renfermées dans la formule algét- 

brique 

A m , B'm' -h V = ii.nim\ 
savoir 

A/n. B' m' -h lA. mm' =IA.AA', 

équation qui se présente dans les mêmes questions que les 
deux premières, comme on Ta vu ci-dessus (Porismes 
CXG,CXClet CXCIX). 

Cette abstention s' explique naturellement; car cette 
équation répond précisément aux positions des points 
m, m' qui ne satisfont pas aux deux autres équations. Il 
aura donc suffi à Euclide d'en faire la remarque dans quel- 
que scolie, pour éviter de multiplier inutilement les exem- 
ples de Porismes. Une réserve de ce genre est bien dans 
l'esprit du grand géomètre et dans le caractère de son ou>- 
vrage, où il n'a voulu donner que des principes et les 
germes d'une foule de conséquences importantqs. 
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XVIP Genre. (Voir p. 184.) 

PoRiSME ce. — Si autour de deux points P, Q d^un 

cercle on fait tourner deux droites 
I m'm A V . "^ T-^ , . 

qui se coupent en M. sur lactrcon^ 
férence et rencontrent en m et ni' 
une tangente fixe AI ; le rapport 
du rectangle A m, A m' à V abscisse 
mm' sera donné. 
Qu'on mène Q/ parallèle à la tangente AI 5 et Vi qui 
coupe cette tangente en I ; on aura 

=3 Al, 




mm' 



En effet,* soit P/ parallèle à la tangente, et Q/ qui coupe 
cette droite en J'. On a, d'après le Porisme CXXXIX, 

A m' . I m t=: A m . AJ'. 
OrAy=lA. Donc 

AmMm=Am.IA, ou *- — = — r* 

A//1 ml 



Par suite, 



A m' AI 



'"-ïi 



A m' — A m Ai — ml 
Am' AI Am.Am' 



mm' A m mm' 



= AL 



€• Q. F. D. 

PoRiSME CCI. — Quand un cercle est circonscrit à 

un triangle ABC, si autour des deux 
sommets A, B, on fait tourner deux 
droites gui se coupent en chaque 
point M de la circonférence ^ et qui 
rencontrent une corde et en m et m!: 
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le rectangle ein . fm' est à F abscisse mm! dans une raisifn 
donnée. 

Qu'on mène la corde Bi parallèle à ef^ et Ai qui ren- 
contre e/" en I, on aura 



mm' 



= eL 



En effet, nous avons vu (PorismeCXXVI) que 

em./m^ eD ./D' em - em' 

em',/m~^ eD'./D' ^^ fik~ fiP^ 

Par conséquent, d'après le Porisme LXXXII, 



em.fm' 



mm' 



= e\s 



C. Q. F. D. 

XXI* Genre. ( Voir p. 201 . ) 

PoRiSME CCII. — tJn cercle et une droite DE étant 

donnés^ si de Vextrémité A du dia- 
mètre perpendiculaire à DE on mène 
une droite gui rencontre le cercle en 
m et- DE en m le rectangle A m . A n 
est donné. 

En effet, les deux triangles AmB, 
ADn sont semblables, comme étant 

rectangles et ayant Tangle A commun. Par conséquent, 
on a 

Am AD 




AB An 



ou Am.A/î = AB. AD. 



Ce qui démontre le Porisme. 

Porisme CCIII. — Étant donnés deux cercles dont 
Fun a pour centre un point A de la circonférence de Vau- 
tre^ si une tangente au premier rencontre le second en 
deux points m, m!: le rectangle des distances de ôss points 
au centre du premier cercle est donné. 
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Soit AB le diamètre du second cercle j AM le rayon du 

premier» On a 

M * A/w.A/n'=AB.AM. 




En effet, les deux triangles rectan- 
gles A m 6, AMm' sont semblables, 
parce que les deux angles ABm et 

A m! M sont égaux comme étant l'un et l'autre suppléments 

de l'angle mm' k. Par conséquent, 



km 
ÂB 



AM 

Km' 



ou Afw. Am'=z AB.AM. 



Donc, etc. 

PoRiSMB CCIV» — Deux points O, A étant donnés sur 

une droite, si Von prend sur 

*" <^ A cette droite, d'un même côté 

, du point O, deux points varia-^ 

blés m, m', tels^ que l'on ait 



Om 



A m 
A m' 



le rectangle Om.Om! est donné. 

En effet, Om.Om' =z ÔÂ* . 

Ce Porisme n'est que la traduction du Lemme XXVI, 
quand les deux points m, m' sont pris du côté opposé au 
point A, à partir du point O-, et du Lemme XXVII, quand 
m et m' sont pris du même côlé que le point A. 

Porisme CCV. — Étant donnés un cercle et la tcin^ 

gente en un point A, si Von mène 
deux tangentes parallèles entre 
elles qui rencontrent la tangente 
fixe en deux points m, m' : le rec- 
tangle Am.Aïo! est donné. 




20 
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Ce rectangle est égal au carré du rayon du cercle. 

En effet, soient M, M', les points de contact des deux 
tangentes parallèles; Tangle MAM'*est droit; par suite 
l'angle mCm', dont les côtés sont perpendiculaires aux 
cordes AM , AM', est aussi droit. Le triangle mCm! est 

donc rectangle en C; et conséquemment Am.Am^ = GA. 

c. Q. f. D. 

PoRisME ce VI. — «Si' par deux points D, U pris sur 

le diamètre d^un demi-^ercley à égale 
distance du centre^ on mène deux droi- 
tes parallèles Dm, lym' terminées à la 
circonférence : le rectangle construit sur 
ces deux droites est donné. 
Concevons que la circonférence entière soit décrite," et 
prolongeons la droite Dm jusqu'à la circonférence, en /i. 
Je dis que Dn est égale à D'm'. En effet, joignons Cn et 
Cm'. Les deux triangles CDn, CD' m' sont égaux, parce 
qu'ils ont des angle» égaux en D et D', et deux côtés égaux 
chacun à chacun . Donc 

D/i = DW. 
D'ailleurs Dm.D/i == DA.DB. 

Donc D m . D'm' = DA . DB. 

Ce qui démontre le Porisme. 

PoRisME CCVIL — Un triangle ACB étant donnée si 

on mène deux 
droites parallè- 
les MN, M'N' 
qui forment 
Fune ai^ec les 
deux côtés CA, 
CB et Vautre 
auec les prolon- 
gements de ces 
cotés au delà 
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di^ sommet C, /e5 triangles MCN, M'CN' égaux en 5iir- 
face au triangle ACB : ces droites rencontrent la base AB 
du triangle en deux points m, m', et le rectangle des dis^- 
tances de ces points au milieu de AB est donné. 

Ce Porisme se conclut du Lemme XXXII (proposition 
i58), pris dans l'état de généralité qu'il comporte, comme 
nous l'avons dit précédemment (p. q6). Soient D le milieu 
de AB^ et 72 le point où MN coupe CD^ on a, d'après le 
Lemme, 



Par conséquent, 



Dm'= DB' . ^,, ou Dm.Dm'=: DB\ 

um 

Ce qui démontre le Porisme, 

Observation. La démonstration du Lemme donnée par 
Pappus est assez pénible. Voici une démonstration directe 
du Porisme. Elle est fort simple, et la démonstration du 
Lemme en résulte immédiatement. 

Ori a d'aprts le Lemme XX (proposition i45), 

CA.CB = CM.CN ou ^ = ^. 

Soit O le milieu de mm' 5 CO est parallèle à MN, et les 
triangles semblables ainsi formés donnent 



CA_^ CN Om 

CM "" oTiï ^^ CB ■" OB 



Donc 



®^ ^'", ou Om = OA.OB. 



Om OB 

4 

Cette équation, en vertu du Lemme XXXIV dont on peut 
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invoquer la réciproque, entraîne celle-ci : • 

m \ m' A 

wB"~*/ii'B* 

El de celte dernière, en vertu du même Lemme, on conclut 

m=ï)m.Dm\ 

C. Q. F. D. 

PomsME CCVIU. — De chaque point M d'une tan- 
jH gente à un cercle, on mène 

une seconde tangente et une 
m' droite passant par un point 

donné P^ cette tangente et 
cette droite rencontrent une 
autre tangente HG en deux 
points m, m' : on peut trou- 
* / ^ * G^ '^ î^er deux points I, J' sur HG, 

et un espace v, tels, que le rectangle Im.J^m' sera tou-- 
jours égal à v. 

. En effet, concevons les points M, A, 6, G de la droite 
EF. Les tangentes menées par ces points rencontrent la tan- 
gente HG, en m, a, &, c, et les droites menées des mêmes 
points au point F rencontrent cette même tangente en 
m', a', b\ c. 

On a, d'une part, 

r^s ' 7T^ == -T • ^ ' (Porisme CXXXI, Corollaire. ) 
MB CB ma cb ^ ' 




et d'autre part, 



MA CA m'a' c'a' 



MB'CB m'h'^c'h 
Donc 



(Lemme ni. Corollaire!, p. 82.) 



ma ca 



m'a' c^a' 



mb *cb~^m'b' ' e'b' 



ou 



ma . m' b' ca.c' b 



f ij 



mb,m'a' cb.c'a' 



Celte équation prouve d'après le PorismeXCIII(i), qu'il 
existé deux points I, J' tels, que l'on ait 

I w . J' /n' = cons tante == V . 

Pour déterminer ces points^ on fait d'abord passer par le 
point P, parallèlement à GH, une drcîite qui rencontre EF 
en i\ la tangente menée par ce point i coupe GH* en I. 
Ensuite on obtient le point J', en menant la tangente pa- 
rallèle à GH, et par le point ; où elle rencontre EF, lai 
droite ;P^ cette droite coupe GH au point cherché J'. On 
détermine Tespace v en prenant la tangente Mm dans une 
position particulière. Par exemple, qu'on suppose le point 
M en E, et soit E' le point où la droite EP rencontre HG; 
on aura v = IG . J'e'. Si l'on place le point M en G, et qu'on 
appelle g le point de contact.de la tangente HG, on aura 

v=:i^.rG. 

PoRiSME CCIX. — Si autour d'un point p on fait tour- 
ner une corde MM' d^un cercle, et que d'un point P de ta 
circonférence on mène PM, PM' quii^ncontrent une droite 
fixe DX en deux pomts m, .m' : // existera sur cette droite 
un point O, tel] que le rectangle Om.Om' sera constant.. 




a mm'a 



a' X 



, m', û', 



(i) Dans ce Porisme XCIU, les deux séries de points m, a, fc,. 
&',... sont supposées sur deux droites différentes; mais il est évident que la 
relation démontrée subsiste quelle que soit la position relative des deux 
droites, et conséquemmeni quand elles coïncident, comme cela a lieu ici. 
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En effet, soient les trois cordes p1AM'^,pAÂ!, pCC\ dont 
la troisième est menée de manière que PC^ soit parallèle à 
DX. Soit P le point ou la droite pP rencontre la circonfé- 
rence. Les quatre droites PM, PA, PC, PC rencontrent 
respectivement les quatre FM', PA', PC'^ PC en quatre 
points fz, ce, y, 71 situés sur une même droite (Porisme 

cLxxn).. 

Désignons. par m^ a, O, les points où les trois droites PM , 
PA> PC coupent DX ; il existe entre ces points et les qua- 
tre ^, a, y, yi, la relation 

y—=^: ^^. (Lemme XI. ) 

• ■ • 

Appelons pareillement jx', . a', y, y\ les points ou. les 
quatre droites qui partent du point P coupent DX \ il existe 
encore entre ces points et les quatre jx, ce, y, yi la relation 

?lî : 2!iî = iV . tV /Coroll. I du Lemme III, p. 82. ) 

Enfin les quatre droites PM', PA', PC, PC font entre 
elles les mêmes angles que les quatre PM', P'A', PC, PC 
qu'elles rencontrent sur la circonférence ; et Ton en conclut, 
d'après les Corollaires II et III du Lemme XI (p. 83) ^ que 
les points déterminés sur DX par ces deux systèmes de 
quatre droites ont entre eux la relation 



7 f* . 7.f* _ 



Ofl' 



Il résulte de ces trois égalités que 
Om Oa' 



Oa 0/w' 



ou Om.O/w' = Oa.Oa'. 



Ce qui démontre le Porisme. 

PouiSME CCX. — Un cercle est circonscrit à un trian- 
gle PQR; et autour des deux sommets P, Q on fait tour- 
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ner deux droites PM, QM qui se coupent sur la circonjé-- 

. ren^e et rencontrent, respective- 
mentj deux droites fixes ArS.^ AULf 
en deux points jh, m'^ si les parai-- 
lèles à ces droites menées par les 
points P e/ Q ne se coupent pas sur 
la circonférence : on pourra trouver 
sur ces droites deux points I et J', tels, 
que le rectangle Im.J'm' sera donné. 
Qu'on mène la corde Q/ parallèle à A'X', et Pi qui ren- 
contre AX en I; puis la corde P/ parallèle à AX, et Q/ qui 
rencontre A'X' en P; ces deux points I et J' sont les points 
cherchés, r, r' étant les points d'intersection des droites AX, 
A'X' et des côtés PR, QR du triangle^ respectivement, 
on aura 

Im.JW=lr.JV. 

En effet, les quatre droites PM, PR, Pi et P/ font entre 
elles des angles égaux à ceux des droites QM, QR, Qi et 
Qj. Par conséquent, si l'on conçoit que ces deux systèmes 
de quatre droites coupent une transversale menée arbitrai- 
rement en deux systèmes de quatre points mi, r^, l^, J| et 
m\, r\ , r, , J',, on aura entre ces points l'équation 



-r-TT=FT^'-ihr- (Coroll.m,p. 84.) 



Mais d'après le Corollairq II (p. 83), le premier membre 
de cette équation est égal à — j et le second à y, — ;• 



Donc 



-— = -- — -5 ou im.J m! = ir.j'r\ 
Ir à' m 



Ce qu'il fallait démontrer. 

Observation» Si les parallèles à AX et A'X', menées par 
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les points P et Q, se coupaient sur la circonférence, le Po- 
risme n'aurait pas lieu^ parce que les deux points I et J^ 
n*existeraient plus ; les droites qui les déterminent se trou- 
vant alors parallèles, respectivement, aux droites AX, A^X\ 
Ce qu'on exprime dans la Géométrie moderne en disant 
que les points I et J' sont à l'infini. Ce cas a été le sujet du 
Porisme CLXXXVL 



XXIP Genre. (Voir p. 229.) 



PoRlSME CCXI. 



Étant donnés deux droites SX, SX' 
non rectangulaires, flans 
le plan d'un cercle y et 
deux points A, B sur la 
première SX 5 si de cha-* 
que point m de SX on 
mène deux tangentes au 
cercle, et qiion joigne 
les deux points de con- 
tact par une droite qui 
rencontrera SX' en un 
point m! i on pourra trou-- 
ifer deux points A', B' sur 
cette seconde droite don- 
née, tels^ que le rectangle Am.B'm' sera au rectangle 
A'm^Bm dans une raison donnée. 

Que par chacun des points A, B on mène deux tangentes 
au cercle, les cordes de contact rencontreront SX' aux points 
demandés A', B'. Soit J' le point où le diamètre du cercle 
perpendiculaire à SX' coupe celte même droite SX'; la rai^ 

son constante est-jTy,*, c'est-à-dire qu^on aura 

kni.Wm' Wr 




Btfi.Mih' A'J; 
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En effet, les cordes de contact des tangentes menées par 
les trois points A, B, m et le diamètre perpendiculaire à SX, 
qu'on peut regarder comme la corde de contact des tan- 
gentes parallèles à SX, passent par un même point ( Porisme 
CLXXVII). Qr ces droites sont perpendiculaires respectî- 
yeraent aux droites menées du centre du cercle aux points 
A, B, m, et parallèlement à SX. On a 'donc deux faisceaux 
de quatre droites, dont les quatre dernières font entre elles, 
deux à deux, les mêmes angles que les premières. Ces deux 
faisceaux sont coupés, respectivement, par les deux droites 
SX, SX', en des points qui, d'après les Corollaires du 
Lemme III, p. 83, ont entre eux la relation 

Aw _ A' m' ^ A' J' 
B/w ~" B'w' • B'T 
ou 

A//i.B'/w' B'J' 



B/w.A'w' AT 

Ainsi le Porisme est démontré. 

Observation. On conçoit que la considération des deux 
points m et mf peut donner lieu à beaucoup d'autres Po- 
rismes qui se rapportent à la plupart des Genres du pre- 
mier et du second Livre. Les deux points variables m, m' 
peuvent être pris sur une même droite, car il est permis de 
supposer que SX' coïncide avec SX . Il nous suffit d'indi- 
quer ces Porîsmes, dont les démonstrations n'offriront au- 
cune difficulté, et qui néanmoins pourront faire le sujet 
d'exercices intéressants. 

V* Genre. (Voir p. 1 36,) 

Porisme CCXII. — Autour de deux points P, Q d'un 
cercle on fait tourner deux droites qui se coupent sur la 
circonférence ^ et rencontrent une tangente fixe en m et 
m! y un point O étant donné ainsi qu'une ligne a ; il 
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existera une droite donnée' de position y telle, que le ser- 
ment fxfjt' forme sur cette 
droite par celles qui foi^ 
gnentje point donné O et 
les points m, m', sera tou- 
jours de la longueur don--, 
née a. 

En effet, on sait (Porisme 
CC) que l'on a 




Km, km! 



' kn,kn' 
const. = ; — t 



mm 



ou 



A m m' m 



kn' 



nn 



nn 



m' n 



km' * nm' 



Si d'un point donné O on mène des droites aux cinq points 
A, w, m', n et n', et qu'une droite parallèle à la première 
OA les coupe aux points fx, p', v, v', on aura (en vertu du 
Corollaire II, p. 83) les deux égalités 



km m' m 



kn 

A// 
km' 



m' n 



nn 



nm 



_ft'v 
"" vv'' 



Il suit de là que 



fi V VfA 



f*f* 



-^ î ou pfA = VV 



w 



Il faut donc inscrire dans l'angle mOni une droite de la 
longueur donnée a et parallèle à la droite OA. Cette droite 
satisfera à l'énoncé du Porisme. 

Donc, etc. ./ : : 

Porisme CCXIII. — Si pat le centre de similitude de 
deux cercles on mène une droite qui les rencontre en 
quatre points : les tangentes en ces points forment un pa- 



( 3.5 ) 

rallélo gramme dont la diagonale ee' est sur une droite 
donnée de position. 

En effet, les tangentes en a et a' sont parallèles, puisque 
le, le point S est le 

centre de simi- 
litude des deux 
cercles (Porisme 
CLXXXffl,iîe- 
marque) ; les an- 
gles cab et dû! y 
sont donc égaux. Or l'angle C'A' a' est égal à Tangle ddV. 
Donc les angles en a et &' du triangle eaV sont égaux, et, par 
conséquent, ce triangle est isocèle. Ainsi ea = eV ^ et pa- 
reillement d al -=. dh. De sorte que la diagonale ee coïncide 
avec la droite lieu des points d'où l'on peut mener aux deux 
cercles des tangentes égales (Porisme CLXIII). Ce qui dé- 
montre le Porisme. 




VI* Genre. (Voir p. iSg.) 

Porisme CCXIV. — Étant données dans un cercle deux 

cordes SC, SC qui partent d\n 
même point S de la circonférence^ 
on mène de chaque point m pris sur 
le prolongement de SC deux tan- 
,gentes au cercle; la corde de con- 
tact rencontre SC en un point m' : 
la droite mm' passe par un point 
donné. 

En effet, concevons que le point m prenne deux positions^ 
A, B sur la corde SC, puis vienne en S; les quatre cordes 
de contact, dont la dernière sera la tangente en S, passe- 
ront par un même point (Porisme CLXXVII) et seront 
perpendiculaires aux droites menées du centre du cercle 
aux quatre points ///, A, B, S. On aura donc deux faisceau!^ 
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de quatre droites, dont les dernières qui partent du centre 
du. cercle font entre elles, deux à deux, des angles égaux à 
ceux des premières. Par conséquent, ces deux faisceaux de 
quatre droites rencontrent, respectivement, les deux droites 
se et se en deux systèmes de quatre points m', A', B', S et 
m, A, By S^ entre lesquels a lieu Téquation suivante : 

SA /wA SA m K ,g^ n . Trr n* \ 

SB • ;^= SB- ;;7F- (Corollaire III, p, 84.) 

On conclut de là, d'après le Corollaire I du Porisme 
XXIV, que les trois droites AA', BB' et mm' passent par un 
même point. c. q. f* dw 

VIP Genre. (Voir pvi 4 4') 

Porisme CCXV. — Étant donnés deux droites rectan- 

» 

gulaires SX, SX' dans le 
plan d'un cercle^ et un point 
A sur la première, si Von 
mène de chaque point m de 
m' celle-ci deux tangentes au 
cercle^ puis la corde de con- 
tact qui rencontrera la se- 
conde droite en un point m! : 
on pourra trouver sur cette droite un point A', tel, que 
le rapport des segments A m, A' m' sera donné. 

La corde de contact des tangentes menées par le point A 
coupe SX' en A' qui est le point demandé. Soit S' le point 
où la corde de contact des tangentes menées par le point S 
coupe SX': on aura 

A/7J AS . 

Âw'^ÂTs^' 

En effet, les cordes de contact des tangentes au cerclo 
menées par les trois points A, m, S passent par un même 
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point (Porisme CLXX\II),et rencontrent SX' en A', ni ^ S'. 
Mais les droites menées du centre du cercle aux points A, 
m, S sont perpendiculaires à ces cordes, respectivement. 
On a donc deux systèmes de droites passant par deux points 
fixes, et faisant entre elles, deux à deux, des angles droits* 
Or les deux droites SX, SX' sont elles-mêmes à angle droit ^ 
et il en résulte, d'après le Porisme CLXXXVI, que les 
points A, w, S et A', m', S' divisent les deux droites SX, 
SX' en parties proportionnelles, c'est-à-dire que Ton a 

Km S!m' Km AS 



) ou 



AS A' S' K'm' A' S' 

C. Q. F. D. 

IX" Genre. (Voir p. 149.) 

Porisme CCXVI. — Si de chaque point m pris sur le 

prolongement d'une corde EF 
d^un cercle on mène deux tan- 
gentes^ et qu^on joigne les points 
de contact par une droite qui ren- 
contre la corde EF en un point 
m', le milieu du segment mm' 

étant n : le rectangle Em.Em' sera au segment l^n dans 

une raison donnée (jl. 

Cela résulte des Lemmes XXVIII etXXXIV^ car, d'après 

le premier de ces Lemmes, on a l'équation 

Em F m 

et par conséquent, d'après le second, 

Em.Em'=:E/i.EF, 




ou 

E/w.Ew' 



Eai 
Donc, etc. 



= EF. 
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XXÏX* Genre. (Voir p. 257.) 

PoRiSME CCXVn. — Deux droites rectangulaires SX, 
SX' étant données dans le plan dHun cercle^ si de chaque 
point m de la première on mène des tangentes au cercle, 
et qu'on joigne les points de contact par une droite qui 
rencontrera la seconde droite SX! en un point w! : ilexis- 
fera un point 0, tel, que chaque droite mm' fera un angle 
donné a^^ec la droite menée du point ma ce point O. 

Et si le point de concours S des deux droites données 
SX, SX' est situé sur la circonférence du cercle^ la droite 
mm' sera parallèle à une droite donnée de direction. 

Celle Proposition est une conséquence du Porisme 
CCXV et du CLV^ Car, d'après le CCXy% les deux 
points //i, m' forment deux divisions semblables et par con- 
séquent le Porisme devient le même que le CLV*. 

IP Genre. (Voir p. 117.) 

Porisme CCXVm. — Étant pris deux points P, Q 

sur une tangente à un cercle, on 
fait tourner autour du premier 
une droite Pn qui rencontre le 
cercle en deux points, et Von 
mène •les tangentes en ces points, 
lesquelles se coupent en n' : le point 
de concours m des droites P n, Qn 
est sur une droite donnée de posi- 
tion. 

Soient S le point de contact delà tangente sur laquelle sont 
pris les points P, Q ; B le point de contact de la seconde tan- 
gente issue du point P. Le point n' est situé sur la corde SB 
(Corollaire du Porisme CLXXVII). Supposons le point n 
de la droite P« situé aussi sur SB : d'après le Porisme CLX, 
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les points n et n! seront liés par la relation 






/l'B' 



puisque le point n est situé sur la corde de contact des tan- 
gentes meiiéeSf par le point nf. 

Soient a, a! les points analogues à n et n'^ pour une autre 
droite menée par le point P. On a, d.e même, 



Sa 
aB 






Ces deux équations donnent 



S/2 Sa 
nB ' aB 



Sn^ ^Sa^ 
nB • a'B 



Et cette relation prouve, d'après le Corollaire III du Po- 
risme XXIV, que les points d'intersection des trois droites 
Pa, PB, Pw, par les trois Qa', QB, Q/ï', une à une, res- 
pectivement, sont en ligne droite. C'est-à-dire que le lieu 
du point m est une droite qui passe par le point B. 
Donc, etc. 

PoRiSME CCXIX. — Étant donnés un cercle et deux 

droites RA, RP, dont 
Fune rencontre le cer- 
cle en deux points A, 
B^ et dont F autre passe 
par le point de con-- 
cours P des tangentes 
en ces points ^ une au- 
tre tangente quelcon- 
que a M rencontre ces 
deux droites en deux 
points M, N par les- 
quels on mène les tangentes Ma', Na": le point de con- 
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cours de ces tangen tes est sur une droite donnée déposition . 

Cette droite est la corde de contact des tangentes au 
cercle menées par le point R. 

En effet, cette corde passe par le point P (Porisme 
CLXXVII, Corollaire), et rencontre la droite AB en un 
point Q. La corde aa^ passe de même par le point P et ren- 
contre la corde ÂB en un point a : et Ton a 

çr—T = — 7» (Porisme ChX .) 

Les deux tangentes Ma, Ma' rencontrent la droite PQ 
en deux points m, m' : et de la relation précédent e,en vertu 
du Lemme XIX, on déduit celle-ci : 

Pm __^m' 

D'autre part, la corde de contact aa" passe par le point 
Q et rencontre RP en un point P,, qui fournit la relation 

P. a _ Qg 

En appliquant encore le Lemme XIX, et en appelant m" 
le point où la tangente Na" rencontre PQ, on obtient 

P/w ^_ Q/w 

Si maintenant on compare cette équation qui détermine 
le point m" y h celle qui a été établie tout à l'heure pour le 
point m', on en conclut que 

P/w' Vm" 



Ce qui prouve que les deux points m', m" coïncident. 
Donc les deux tangentes Ma', Na" se coupent sur la droite 
PQ. 

Donc, etc. 
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PoRiSME CCXX. — Si sur les rayons menés d'un point 

O aux différents points M d*une droite 
L, on construit des triangles OMin sem- 
blables à un triangle donné : leurs som- 
mets m seront sur une droite donnée de 
position. 

En effet, l'angle en O de chaque 
triangle OMm est dé grandeur donnée fî, et chaque côté 
Om est dans un rapport donné avec le côté OM. Il s'ensuît 
que sî,, autour du point O, on fait iourner tous les côtés 
Ow, d'une même quantité angulaire égale à fl, pour les 
amener en Onî sur les côtés OM, les points m' seront sur 
une droite L' parallèle à la droite L; puisque le rapport 
de OM àOm' sera constant. Or les côtés Om ont tourné 
de l'angle îî en conservant leurs inclinaisons respectives, 
et comme une figure de forme constante : donc le lieu des 
points ni est une droite qui est venue s'appliquer sur la 
droite L'. Cette droite fait avec celle-ci un angle égal à 
l'angle 11^ et sa distance au point O est à la distance de la 
droite L à ce point j dans le rapport connu des côtés Om, 
OM. 

Ainsi le Porisme est démoptré. 

Remarque. Cette question est comprise dans l'énoncé 
général suivant, par lequel Pappus résume en grande par- 
tie, selon ce qu'il nous apprend, les Propositions du pre- 
mier Livre des lieux plans d*Apollonius, 

*SV par un même point^ ou par deux points différents, on 
mène deux droites qui soient coïncidentes ou parallèles, 
ou qui fassent entre elles un angle donnée et que ces 
droites soient dans un rapport donné, ou bien qiL elles 
comprennent Un espace donné : lorsque r extrémité de 
la première droite sera sur un lieu plan (14/ze droite ou 
un cercle) donné de position, l'extrémité de la seconde 
droite sera aussi sur un autre lieu plan donné de position, 

21 
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qui sera tantôt du même genre que le premier, et tantôt de 
genre différent '^ tantôt placé semblablement au premier^ 
par rapport à la droite [qui joint les deux points) , et 
tantôt placé différemment. Ces dii^ers résultats dépendront 
des différences des hypothèses. 

Simson a développe cet énoncé général dans son Traité 
des Lieux plans d'Apollonius, et il en a fait le sujet de seize 
Propositions (IV -XIX). Ce nombre peut paraître, de nos 
jours, considérable. Cependant il est à croire, d'après les 
expressions de Pappus, et le grand nombre (cent quarante- 
sept) des Propositions des deux Livres des lieux plans ^ 
qu'Apollonius en avait employé bien plus de seize pour 
exposer avec sa rigueur habituelle toutes les circonstances 
résumées dans cel énoncé. 



t^^* 
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OMISSION. 



XXin* Genre. (Voir p. aSg.) 

PoRisME CXXXVI bis, — Des cercles passent par un 

même point Q, et d'un point donné 

P on mène une tangente à chaque 

cercle i puis on prend sur PQ un 

segmentera égal à cette tangente y 

et le point m! milieu de^a corde 

Qn que le cercle intercepte sur PQ : le carré deVui est à 

r abscisse mm' dans un rapport donné. 

Ce rapport est aPQ ; de sorte qu'on a 




—r = ^PQ- 



mm 



En effet, puisque Pm est égal à la tangente menée du 
point P, on a, 

P^'= PQ.P/i = (Pm' -h m'Q) (Pm' — m'Q) 
ou 



Pm' =Pm -hQm' ; 

Or, diaprés le Lemme XXII (proposition i4a, dans la- 
quelle les lettres A, C, D, B correspondent à P, m, m', Q), 
on conclut de cette équation, que 

mm' ^ 

c. Q. F. D. 
Si le cercle auquel on mène la tangente rencontrait le 
prolongement de PQ, auquel cas le point m' serait aussi sur 

21. 
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ce prolongement, c'esl-à-dire au delà du point Q, ainsi que 
Je point 7/1, ce serait le Lemme XXIV que Ton invoque- 
rait. Dans ce Lemme (proposition i5o) ce sont les lettres 
A, D, B, C qui correspondent à P, m, m', Q (i). 



(i) On peut penser qli'il y a ea, dans le texte de Pappus, transposition des 
Lemmes XXIU et XXIV, et que ce dernier devrait suivre immédiatement le 
XXII®; d^autantplus qu'alors les deux Lemmes XXIII et XXV qui expri- 
ment aussi une même proposition dans deux états différents de la figure, se 
tronveraient Tun à la «uifte de ï'autrê, comme cela semble naturel ; et il en 
e«t effectirement ainsi des deux Lemmes XXYI et XXYII qui expriment 
d^ même itfie seule proposition. 



EERJTJ. 



Page 63, ligne 3 ; après ces mots : à tous les points de la circonrérence , 
ajoutée : ou de certaines parties de la circonférence, 

Page 66, ligne 3 en remontant; au lieu de ces mots : n'ont pour la plupart, 
les deux premiers notamment, Uses: n'ont pour la plupart, sauf le troi- 
sième qui se représente souvent, 

Page 67, ligne 2; après ces mots: les dix cas de la proposition des quatre 
droites; ajoutes : ou du moins une partie de ces dix cas, 

Page ai 5, à la suite du Corollaire ; ajoutes ce qui suit : 

Observation. La première partie du Porisme précédent est le Lemme XXIII 
du P' Livre des Principes mathématiques de la Philosophie naturelle, de 
Newton ; et il n'est pas hors de propos de remarquer ici que l'illustre auteur 
énonce cette proposition sous la forme même des Porismes, en ces termes : 

iBMifA XXIII. — Si rectos duœ positione datœ AG, BD ad data puncta A, B 
terminentur, datamquc habeant rationem ad invicem, et recta CD, qua puncta 
indelerminata C, D jungunlur, ieceiur in ratione data in K : dico quod punC' 
tum K iocabitur in recta positione data. 

Page 2a3, ligne if\; au lieu de VIII® Genre; Usez ; IX® Genre. 

Page 233, avant-derniére ligne; au lieu de ., ' , _■., » Uses ; .,^, -,^^ ' 
•7' A W , dkj a Lj . DV» 
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